Chapitre E3 — Circuits du second ordre : oscillateurs
électriques

I) Circuit LC : oscillateur harmonique

1) Observations expérimentales

On considere le circuit suivant. L’interrupteur est en position 1 et un régime stationnaire est atteint. En ¢ = 0, on
bascule I'interrupteur en position 2.
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Le circuit LC est soumis & un échelon de tension (0 — E).
Pour ¢t — o0, les grandeurs ne deviennent pas constantes : le circuit n’atteint pas de régime stationnaire.

On constate que uc(t) et i(t) sont continues (cf. chapitre E1).

2) Analyse des conditions initiales
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Pour ¢t < 0 : régime stationnaire. On rappelle que le condensateur se comporte comme un circuit ouvert et la bobine
comme un fil électrique.

o Circuit ouvert : 1(07)=0
o Bobine : ur(07)=0
o Loi des mailles : O=uc+ur = wuc(07)=0

11 est nécessaire de faire cette étape pour déterminer les expressions en ¢t = 0.

o Continuité de uc : uc(0T) =uc(07) =0
o Continuité de i : i(0t) =4(07) =0
o Loi des mailles : E=uc+ur = wu,(0t)=FE

3) Equation différentielle sur uc(t)

Loi des mailles : di 22
7 uc
E=uc+ur =uc+L pn =uc + LC TR

On obtient une équation différentielle d’ordre 2. Mettons 'ED sous sa forme canonique (cf. chapitre D2) :

fuc  uc _ E
dt? LC LC

On identifie la pulsation propre du circuit LC : |wy = ——— | en rad - s~

4) Résolution

La solution de I’équation homogene est (cf. chapitre D2) :

uc(t) = A cos(wot) + B sin(wpt) +_ FE

SEH SP

On détermine les constantes A et B a I'aide des conditions initiales uc(07) et uc(07).

uc(OJr)?O?A-i-E =

1.2 ED

Pour calculer uc(01), calculer @c(t) puis appliquer la relation trouvée en ¢t = 07 (ne pas faire les deux simultanément,
c’est source d’erreur).

(T
uo(t) = % = —Awp sin(wot) + Bwy cos(wot) = uc(0T)=0=B =
ITQ ETD
Bilan :
uc(t) = E(l - cos(wot)) Vit>0
5) Représentation graphique
Tragons la courbe :
2
uc(t) = F — E cos(wot) avec: wg= %
0

1l s’agit d’une fonction cosinus de période Tp, renversée (signe « — »), d’amplitude E et de valeur moyenne
(c’est-a-dire décalée de) E.

Allure de la courbe :
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On appelle période propre du circuit la grandeur :
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6) Etude de i(t) et ug(t)
On pourrait refaire un travail similaire pour i(¢) et ur(t) : loi des mailles, ED, résolution.

Mais puisque 1’on connait déja uc(t), alors on a immédiatement :

b=uetu (t) = B(1— costeant) ) !
avec : u = — cos(w et wyg=-—
Z:CCZZ;TC C 0 0 .C

Ainsi,

C
ur(t) = E cos(wpt) et i(t) = CEwg sin(wot) = E4/ 7 sin(wot)
~——
= I
Représentation graphique :
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IT) Circuit RLC : oscillateur amorti

1) Observations expérimentales

On considere le circuit suivant. L’interrupteur est en position 1 et un régime stationnaire est atteint. En ¢ = 0, on
bascule I'interrupteur en position 2.
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Observations expérimentales :
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Programme Python : Solutions_ RLC.py
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Le circuit RLC est soumis & un échelon de tension (0 — E).

Onpose:Q:}%\/é

Pour toute valeur de @), on tend vers un régime stationnaire lorsque ¢t — oco. Mais la nature du régime transitoire
dépend de la valeur de ). On observe des oscillations amorties uniquement pour @ > 0,5. On observe que le systéme
tend vers un comportement d’oscillateur harmonique lorsque QQ — co.
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2) Analyse des régimes stationnaires
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Pour t < 0 : régime stationnaire. On rappelle que le condensateur se comporte comme un circuit ouvert et la bobine

comme un fil électrique.

o Circuit ouvert : i(07)=0

o Bobine : ur(07)=0

o Loi d’Ohm up=Ri = up(0")=0

o Loi des mailles : O=ur+uc+u, = uc(07)=0

11 est nécessaire de faire cette étape pour déterminer les expressions en t = 07.

o Continuité de uc : uc(0T) =uc(07) =0

o Continuité de i : i(0T) =4(07)=0

o Loi d’Ohm : up=Ri = up(0t)=0

o Loi des mailles : E=up+tuc+ur, = wu(0t)=FE

Pour t — oo : régime stationnaire.

o Circuit ouvert : i(c0) =0

o Bobine : ur(c0) =0

o Loi d’Ohm : ur=Ri = ugr(co)=0

o Loi des mailles : E=ugp+uc+u, = uc(o)=F

3) Equation différentielle sur uc(t)

Loi des mailles : i p P2
_ i a_ o a"uc
E—uR—l—uc—i—uL—Rz—Fuc—FLdt RC 7 +uc + LC 72

On obtient une équation différentielle d’ordre 2. Mettons ’'ED sous sa forme canonique (cf. chapitre D2) :

d2uc + E duc + uc _ FE
dt? L d LC LC
~—~
= wo/Q

On identifie la pulsation propre du circuit RLC : |wy = ——— | en rad - s~ et le facteur de qualité :

Q T 9TRC

Il s’agit d’'un nombre sans dimension.

E_wo wolL
7=

On constate mathématiquement (cf. chapitre D2) qu'il existe 3 régimes transitoires selon la valeur de @ :

o Si @ > 1/2 — régime pseudo-périodique
o Si @ < 1/2 — régime apériodique
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o Si @ =1/2 — régime critique

Dans la suite, on pose :
wo
)\ == E et Q = ‘W(Q) — )\2‘
4) Solution en régime pseudo-périodique
On est dans le cas ot @ > 1/2. La solution de I’équation homogene est (cf. chapitre D2) :
_ At :

uc(t) = e {A cos(Qt) + B sm(Qt)} + FE

SP

SEH

On détermine les constantes A et B & I'aide des conditions initiales uc(01) et uc(071).

UC(O+)?O?A+E =

I1.2 ED

Pour calculer 4 (07), calculer ic(t) puis appliquer la relation trouvée en t = 07 (ne pas faire les deux simultanément,
c’est source d’erreur).

() = % — =X ™[4 cos(@) + B sin(Qt) | + ¢ [~ AQ sin(Qt) + BQ cos(@1) |
Donc :
A \E
uc(07) = 0 = M+ BQ = |B="5=-"
Bilan :

uc(t)=E — E e [cos(Qt) + % sin(Qt)| | V>0

On rappelle I'équivalence entre les deux formes suivantes :

Uy = VAT £ B
e M [A cos(§2t) + B sin(Qt)} =e M x U, cos(U +¢) avec : B

tan(¢) = 1

Ainsi, la SEH s’écrit comme le produit d’une enveloppe et d’un cosinus (qui oscille entre —1 et +1) :

SEH : U,, e x cos(Qt + @)
N—_——

env.

En ajoutant la SP, on obtient :

2.00

X Ey oc et — uc(t) avec Q=7

1.75F ~ 11— Enveloppe

X Ty

] e e R

On appelle :
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o 2 la pseudo-pulsation
Q=1/wi — A2 =woy/1— —5 <wo
Dans le cas ot @) > 1/2, on constate que 2 — wy.
2
oT = % la pseudo-période.

o= ;}—5 le facteur d’amortissement. Il dicte la rapidité de la décroissance de 1’enveloppe exponentielle. On en

déduit le temps caractéristique du régime transitoire :

Tpp =

_2e

e_At — e_t/Tpp = l
A Wo

Plus Q est grand, plus 7, est grand. On peut montrer que () représente environ le nombre d’oscillations visibles.

Remarque :

Lorsque @ — o0, loscillateur tend vers un OH : Q — wy (pulsation propre), 1,, — 0o (régime transitoire infini, aucune
décroissance des oscillations).
5) Solution en régime apériodique

On est dans le cas ot @ < 1/2. La solution de I’équation homogene est (cf. chapitre D2) :

uo(t) = e [A ch(Qt) + B sh(Qt)} + B
SP

SEH

On détermine les constantes A et B a I'aide des conditions initiales uc(0") et uc(01).

uc(0+)?0?A+E =

I1.2 ED

Pour calculer 4¢(07), calculer ic(t) puis appliquer la relation trouvée en ¢t = 07 (ne pas faire les deux simultanément,
c’est source d’erreur).

ac(t) = % = AN [A ch(Qt) + B sh(Qt)} teM [AQ sh(Qt) + BQ ch(Qt)}
Donc :
M A\E
: +) — - _ =
ic(07) = 0= AA+BQ = |B=T -
I1.2 ED
Bilan :

uc(t) = E — E e |ch(Qt) + % sh(Q)|| V>0

Allure du graphe :
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On admet que le temps caractéristique du régime transitoire vaut (dans le cas ot Q < 1/2) :

P 0@

Remarque :

Ici, 2 ne joue plus le role de « pulsation ». Il n’y a aucun dépassement de la valeur finale, aucune oscillation. Plus @
est petit, plus 7, est grand.
6) Solution en régime critique

On est dans le cas ou @ = 1/2. La solution de ’équation homogene est (cf. chapitre D2) :

_ —wot
uc(t) = (A+ Bt)e + E
SEH SP

On détermine les constantes A et B a I'aide des conditions initiales uc(07) et uc(07).

uc(0+)?0?A+E =

11.2 ED

Pour calculer uc(01), calculer uc(t) puis appliquer la relation trouvée en ¢t = 07 (ne pas faire les deux simultanément,
c’est source d’erreur).

uc(t) = o =@ (A+ Bt)e 0! B e~ wot
Donc :
Uc(0+) ? 0 ? —wpA+B = ’B = wold = —woFE
I1.2 ED
Bilan :
’ uc(t) = E — E (wot + 1) e 0!
Allure du graphe :
2.00 T T T
X E, — uc(t) avec Q =1/2
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On en déduit le temps caractéristique du régime transitoire :

e_WOt — e_t/Tcrit = Terit = —

Le régime critique correspond donc au cas ou le systéme retrouve le plus rapidement un régime stationnaire.
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7) Bilan énergétique

Loi des mailles :
EF=ugp+uc+u, = Fi=Ri+uci+uri

On rappelle que :

duc ot di
1 = —_— u — —
dt b
On en déduit le bilan de puissance :
d d (1 d (1
(B ) _ p2 O (L0 S (L2
dt( Cuc) = B + 4 (QC“C AR
" Poute
Py Per Prnag
Energie fournie par le générateur :
duc 0 o 2
&= [ Pyt—kE C—dt EC duczEc[uC]O —EC(E—0)=CE
0

Energie recue par le condensateur :
Eu = /Ooo C‘Zt < C’uC) dt = /Oood (;cug> - [%cug}:’ - %c (B2 - 0%) = %CEQ
Energie recue par la bobine :
Emas :/Ooojt ( Li )dt /Oood(;u?) = [%Lﬂ? = %L(02 —0?) =0

Energie recue par la résistance (dissipée par effet Joule) :

1
—CFE?

Er= / Ri*dt  =E;—Ei — Emag =
0 2

ne pas faire ce calcul

La moitié de I’énergie fournie par le générateur est stockée dans le condensateur, I'autre moitié est dissipée par effet
Joule dans la résistance.
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Chap. E3

REGIME APERIODIQUE

fsen(t) = e M [A ch(Qt) + B sh(Qt)]

/ REGIME CRITIQUE

1/2 -fl fsen(t) = (A + Bt) e~ @ot

\ 1
. Tcritzw_ < temps minimum

REGIME PSEUDO-PERIODIQUE

fsen(t) = e M [A cos(Qt) + B sin(Qt)]
_2

T
pp wo

Remarques :
o] ()= (A)O
o Q ~ nombre d’oscillations

-

BILAN — OSCILLATEURS AMORTI ET HARMONIQUE

OSCILLATEUR AMORTI

d*f wodf
W+65+w5f(t)=w5fsp
On pose:
_ Wo _ 2 _ 92
A_ZQ et Q= [lw§—A?|

OSCILLATEUR HARMONIQUE

&2f

dt?
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