
Correction TD - E4

Applications directes du cours

Ex. n°1 • Impédance équivalente ⋆⋆⋆

63
55

1) En BF, la bobine est équivalente à un fil qui court-circuite les deux autres dipôles.
Donc Zeq (BF) = 0. En HF, le condensateur est équivalent à un fil qui court-circuite les
deux autres dipôles. Donc Zeq (HF) = 0.

BF HF

Zeq = 0 Zeq = 0

On a :

Zeq =
(

1
R

+ 1
jωL

+ jωC

)−1

On a bien Zeq → 0 lorsque ω → 0 et ω → ∞.

2)

BF HF

Zeq = R Zeq = ∞

On a :

Zeq = jωL +
(

1
R

+ jωC

)−1

On a bien Zeq → R lorsque ω → 0 et Zeq → ∞ lorsque ω → ∞.

3)

BF HF

Zeq = 0 Zeq = 0

On a :

Zeq =
(

1
R1

+ 1
R2

+ 1
R3 + R4

+ 1
jωL

+ jωC

)−1

On a bien Zeq → 0 lorsque ω → 0 et lorsque ω → ∞.

Ex. n°2 • Existence d’une résonance ⋆⋆⋆

01
89

On combine R et C en dérivation :

Zeq =
(

1
R

+ jωC

)−1
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Avec un pont diviseur de tension :

u =
Zeq

Zeq + 2R
e = 1

1 + 2R

(
1
R

+ jωC

) e = 1
3 + 2jωRC

e

En module :
Um = Em√

g(ω)
avec : g(ω) = 9 + (2ωRC)2

Il existe une résonance en tension si Um possède un maximum, donc si g(ω) possède un
minimum. Or,

g′(ω) = 8R2C2ω

La dérivée g′ ne s’annule qu’en ω = 0, mais cela ne compte pas comme une résonance.
En effet, Um(ω) est une fonction strictement décroissante et ne possède donc pas de
maximum local.

Ex. n°3 • Circuit RC en RSF ⋆⋆⋆

26
91

1) Une loi des mailles donne :

e(t) =
(

R + 1
jωC

)
i(t) ⇒ E =

(
R + 1

jωC

)
Im ⇒ Im = E

R + 1
jωC

Faisons apparaître le paramètre τ :

Im = E

R
× jτω

1 + jτω

2) On en déduit l’amplitude :

Im =
∣∣Im

∣∣ = E

R
× τω√

1 + (τω)2

Et la phase :

ϕ = arg
(
Im

)
= arg

(
E

R

)
+ arg(jτω) − arg(1 + jτω) = π

2 − arctan(τω)

On a donc, par définition,
i(t) = Im cos(ωt + ϕ)

3) Avec ωτ = 1, on a :

Im = E

R
√

2
et ϕ = π

2 − π

4 = π

4

Ainsi,

uR(t) = Ri = E√
2

cos
(

ωt + π

4

)
On rappelle que ωT = 2π. Le maximum de uR(t) est atteint pour :

ωt + π

4 = 0 ⇒ 2πt

T
= −π

4 ⇒ t = −T

8

Exercices à maîtriser

Ex. n°4 • Obtenir une ED grâce à la notation complexe ⋆⋆⋆

83
66

1) Impédance équivalente de la résistance et de la bobine en dérivation :

Zeq =
(

1
R

+ 1
jωL

)−1
= jωL

1 + jωL/R

Pont diviseur de tension :

H = s(t)
e(t) =

Zeq

r + Zeq
= jωL

r + jωL
(

1 + r

R

)
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Ainsi, (
r + jωL

(
1 + r

R

))
× s(t) = jωL × e(t)

2) On repasse en notation réelle :(
r + L

(
1 + r

R

) d

dt

)
× s(t) = L

dE

dt
= 0

Ainsi,
ds

dt
+ s

τ
= 0 avec : τ = L

r

(
1 + r

R

)

Ex. n°5 • Circuit (RL) ∥ (RC) ⋆⋆⋆

27
06

1) On pose :
Z1 = R + jωL Z2 = R + 1

jωC

L’impédance équivalente vaut :

Zeq =
(

1
Z1

+ 1
Z2

)−1

2) On utilise les ponts diviseurs de courant, puis on divise par ejωt.

i1(t) =
Z2

Z1 + Z2
i(t) ⇒ Im1 =

Z2

Z1 + Z2
Im

i2(t) =
Z1

Z1 + Z2
i(t) ⇒ Im2 =

Z1

Z1 + Z2
Im

3) On a :
Im1 = Im2 ⇒

∣∣Z1
∣∣ =

∣∣Z2
∣∣

⇒ R2 + (ωL)2 = R2 + 1
(ωC)2

⇒ ω2LC = 1

4) Les deux signaux sont en quadrature de phase lorsque le rapport Im2/Im1 est un
imaginaire pur. En effet :

Im1 = Im1 ejϕ1 Im2 = Im2 e
j

(
ϕ1±

π

2
)

⇒
Im2

Im1
= Im2

Im1
e

±j
π

2 = ±j
Im2

Im1

Or, on a :

Im2

Im1
=

Z1

Z2
= R + jωL

R + 1
jωC

=
(R + jωL)

(
R − 1

jωC

)
R2 +

(
1

ωC

)2

Ce rapport est un imaginaire pur lorsque sa partie réelle est nulle. Ainsi,

R2 − L

C
= 0 ⇒ R2C

L
= 1

Ex. n°6 • Détermination d’une ED ⋆⋆⋆

82
55

1) On combine R et C en dérivation :

Zeq =
(

1
R

+ jωC

)−1

Avec un pont diviseur de tension :

u =
Zeq

Zeq + 2R
e = 1

1 + 2R

(
1
R

+ jωC

) e = 1
3 + 2jωRC

e

On en déduit : (
3 + 2jωRC

)
u = e ⇒ 2RC

du

dt
+ 3u = e(t)

Sous forme canonique :

du

dt
+ u

τ
= e(t)

2RC
avec : τ = 2RC

3

2) L’impédance équivalente est :

Zeq = R + jωL +
(

1
R

+ jωC

)−1
= R + jωL + R

1 + jωRC
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On a donc :

e = Zeq × i =
(

R + jωL + R

1 + jωRC

)
i

⇒
[(

R + jωL
)(

1 + jωRC
)]

i =
(

1 + jωRC
)

e

⇒
(

R + jω
(
L + R2C

)
+ (jω)2

RLC
)

i =
(

1 + jωRC
)

e

⇒ Ri +
(
L + R2C

) di

dt
+ RLC

d2i

dt2 = e(t) + RC
de

dt

⇒ d2i

dt2 +
(

1
RC

+ R

L

)
di

dt
+ i

LC
= e

LC
+ 1

L

de

dt

Sous forme canonique :

d2i

dt2 + ω0

Q

di

dt
+ ω2

0 i(t) = e

LC
+ 1

L

de

dt
avec :


ω0 = 1√

LC

Q = ω0

(
1

RC
+ R

L

)−1

3) On combine les dipôles αR et L en série ; R et αL en dérivation :

Z1 = αR + jωL et Z2 =
(

1
R

+ 1
jαωL

)−1

On applique un pont diviseur de tension.

u =
Z2

Z1 + Z2
e = 1

1 +
(

αR + jωL
)( 1

R
+ 1

jαωL

) e

= jωL/R

jωL/R +
(

α + jωL/R
)(

jωL/R + 1/α
) e

= jωL/R

1 +
(

1 + α + 1
α

)
jωL

R
+
(

jωL

R

)2 e

On en déduit : [
1 +

(
1 + α + 1

α

)
jωL

R
+
(

jωL

R

)2
]

u = jωL

R
e

En notation réelle :

d2u

dt2 + R

L

(
1 + α + 1

α

)
du

dt
+
(

R

L

)2
u = R

L

de

dt

Sous forme canonique :

d2u

dt2 + ω0

Q

du

dt
+ ω2

0 u(t) = ω0
de

dt
avec :


ω0 = R

L

Q =
(

1 + α + 1
α

)−1

Ex. n°7 • Résonance aux bornes du condensateur d’un RLC ⋆⋆⋆

69
20

1) Loi des mailles :

e = uR + uL + u = Ri + L
di

dt
+ u = RC

du

dt
+ LC

d2u

dt2 + u

Sous forme canonique :

d2u

dt2 + R

L

du

dt
+ u

LC
= e

LC
⇒ d2u

dt2 + ω0

Q

du

dt
+ ω2

0u = ω2
0e

avec :

ω0 = 1√
LC

et Q = 1
R

√
L

C

On passe en notation complexe :(
−ω2 + jωω0

Q
+ ω2

0

)
Um = ω2

0E ⇒ Um = ω2
0E

ω2
0 − ω2 + jωω0

Q

2) En BF, ω → 0 donc :

Um → ω2
0E

ω2
0

= E ⇒ Um → E

En HF, ω → ∞ donc :
Um → 0 ⇒ Um → 0
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3) On cherche un maximum de Um (attention, pas de Um).

Um(ω) = ω2
0E√
g(ω)

avec : g(ω) =
(
ω2

0 − ω2)2 +
(

ωω0

Q

)2

Um est maximal lorsque g est minimal. Cherchons un minimum de g.

g′(ω) = 0 = −4ω
(
ω2

0 − ω2)+ 2ωω2
0

Q2 = 4ω

(
ω2 − ω2

0 + ω2
0

2Q2

)
ω = 0 n’est pas une solution recherchée (on vient de voir qu’en BF Um → E). On
souhaite donc que la parenthèse s’annule.

ω2 − ω2
0 + ω2

0
2Q2 = 0 ⇒ ω2 = ω2

0 − ω2
0

2Q2 = ω2
0

(
1 − 1

2Q2

)

Si Q >
1√
2

, alors il existe bien une solution :

ωres = ω0

√
1 − 1

2Q2

Ex. n°8 • Ponts de mesure ⋆⋆⋆

69
41

1) Compte tenu de la position de la masse, le potentiel VA s’identifie à la tension aux
bornes du dipôle Z1. Or les dipôles 1 et 2 sont montés en série, ce qui permet d’utiliser
un pont diviseur de tension :

VA =
Z1

Z1 + Z2
E

De même,

VB =
Z3

Z3 + Z4
E

2) La tension u est nulle lorsque les nœuds A et B sont au même potentiel, d’où

VA = VB ⇒
Z1

Z1 + Z2
=

Z3

Z3 + Z4
⇒ Z1

(
Z3 + Z4

)
= Z3

(
Z1 + Z2

)
Ainsi,

Z1Z4 = Z2Z3

3) On a :

Z1 = r + jωL et Z4 =
(

1
R

+ jωC

)−1
= R

1 + jωRC

4) D’après la condition d’équilibre,

(r + jωL) × R

1 + jωRC
= R2R3 ⇒ rR + jωRL = R2R3 + jωR2R3RC

En identifiant les parties réelle et imaginaire, on en déduit :

r = R2R3

R
et L = R2R3C

Ex. n°9 • Identification d’un dipôle inconnu ⋆⋆⋆

90
66

1) Par lecture graphique, Um = 5 V, Vm = 3,5 V et T = 63 ms, donc ω = 2π

T
=

100 rad · s−1.
2) La tension v atteint son maximum pour t′ ≃ −7,5 ms. Ainsi,

cos(ωt′ + ϕ) = 1 ⇒ ωt′ + ϕ = 0 ⇒ ϕ = −ωt′ = 0,75 rad ∼ 45◦

3) On a :

Z = v(t)
i(t) = R

v(t)
u(t) = RVm

Um
ejϕ = RVm

Um
cos(ϕ)︸ ︷︷ ︸

X

+j
RVm

Um
sin(ϕ)︸ ︷︷ ︸

Y

On en déduit :

X = RVm

Um
cos(ϕ) = 50 Ω et Y = RVm

Um
sin(ϕ) = 50 Ω

4) Le dipôle inconnu se modélise par l’association en série d’une résistance de 50 Ω et
d’une bobine d’inductance telle que ωL = 50 Ω, soit L = 0,5 H.

RSF en mécanique

Ex. n°10 • Le bleu du ciel ⋆⋆⋆

53
96
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1) On applique le PFD à un électron dans le référentiel de son noyau supposé galiléen.

m
d2−−→OM

dt2 = −α
d
−−→OM
dt

− k
−−→OM = −e

−→
E0 cos(ωt)

On met sous forme canonique :

d2−−→OM
dt2 + ω0

Q

d
−−→OM
dt

+ ω2
0

−−→OM = −ω2
0X0 cos(ωt) −→ux

Avec : ω0 =
√

k

m
et Q =

√
km

α

2) En projetant le PFD sur chaque axe, il vient :

ẍ + ω0

Q
ẋ + ω2

0 x(t) = −ω2
0X0 cos(ωt)

ÿ + ω0

Q
ẏ + ω2

0 y(t) = 0

z̈ + ω0

Q
ż + ω2

0 z(t) = 0

Sur y et z, on a une ED d’oscillateur amorti sans second membre. En régime permanent,
on a donc y = 0 et z = 0 . Le mouvement se fait donc selon l’axe (Ox), c’est-à-dire
colinéairement à −→

E0.

3) On est en RSF. On note −→
E = E0 eiωt−→ux et −→a = Am eiωt−→ux. Le PFD projeté selon

x en complexe donne :(
1 + ω0/Q

jω
− ω2

0
ω2

)
Am = −ω2

0X0 ⇒ Am = X0 ω2

1 −
(

ω

ω0

)2
+ jω

Qω0

4) Sous ces conditions,
ω

ω0
≪ 1 et ω

Qω0
≪ 1 ⇒ Am ≃ X0 ω2

5) L’énoncé affirme que :
Pray ∝ A2

m ∝ ω4

Ainsi, avec λr = 750 nm et λb = 450 nm, on a :
Pray,b

Pray,r
≃ 8

Les électrons éclairés par le soleil émettent donc 8 fois plus de lumière bleue que de
lumière rouge. Le ciel nous apparaît alors bleu.

Ex. n°11 • Résonance en élongation ⋆⋆⋆

92
38

1) On applique le PFD que l’on projette sur (Ox) :

mẍ = −hẋ − k (ℓ − ℓ0) avec : ℓ(t) − ℓ0 = x(t) − xA(t) = x(t) − X0 cos(ωt)

Ainsi,
ẍ + h

m
ẋ + k

m
x(t) = k

m
X0 cos(ωt)

On en déduit :

ω0 =
√

k

m
et Q =

√
km

h

2) On passe en notation complexe :

(
(jω)2 + jω

ω0

Q
+ ω2

0

)
Xm = ω2

0X0 ⇒ Xm = ω2
0X0

−ω2 + jω
ω0

Q
+ ω2

0

On divise par ω2
0 et on fait apparaître la pulsation réduite.

Xm = X0

1 − x2 + jx

Q

avec : x = ω

ω0

Ainsi,

Xm(x) =
∣∣Xm

∣∣ = X0√
(1 − x2)2 +

(
x

Q

)2

3) On a :
Xm(0) = X0 et Xm(∞) = 0

4) Déterminons le maximum de Xm. On remarque que :

Xm(x) = X0√
g(x)

avec : g(x) =
(
1 − x2)2 +

(
x

Q

)2
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Alors, Xm est maximal si g(x) est minimal. Cela se produit pour (on cherche x > 0) :

g′(x) = 0 = −4x
(
1 − x2)+ 2x

Q2 = 4x

(
1

2Q2 − 1 + x2
)

⇒ x2 = 1 − 1
2Q2

Cette équation possède une solution si et seulement si :

x > 0 ⇒ Q >
1√
2

5)

Pour aller plus loin

Ex. n°12 • Équivalence entre dipôles RL ⋆⋆⋆

68
85

Impédances des deux dipôles :

Z ′ = R′ + jωL′ et Z =
(

1
R

+ 1
jωL

)−1
= jωRL

R + jωL

Les deux dipôles sont équivalents s’ils ont les mêmes impédances complexes. Il suffit
donc, pour trouver R′ et L′, d’identifier les parties réelle et imaginaire de Z et Z ′.
Écrivons donc Z sous forme algébrique :

Z = jωRL

R + jωL
= jωRL

R2 + (ωL)2 (R − jωL) = ω2RL2

R2 + (ωL)2︸ ︷︷ ︸
R′

+ jωR2L

R2 + (ωL)2︸ ︷︷ ︸
jωL′

On en déduit :

R′ = ω2RL2

R2 + (ωL)2 et L′ = R2L

R2 + (ωL)2

Remarquez que les deux dipôles ne sont donc pas équivalents tout le temps, mais seule-
ment pour une valeur précise de la fréquence... et si R′ et L′ sont choisis aléatoirement,
il n’y a même aucune raison pour que l’équivalence existe.

Ex. n°13 • Modélisation d’une antenne ⋆⋆⋆

06
69

1) On a trois dipôles en dérivation.

Zeq =
(

1
R

+ 1
jωL

+ jωC

)−1
⇒ Zeq = R

1 + j

(
ωRC − R

ωL

)

On en déduit :
Z0 = R et Q

ω0
= ωRC et Qω0 = R

ωL

En combinant les deux dernières relations, il vient :

ω0 = 1√
LC

et Q = R

√
C

L

2) Ainsi, par définition :

u(t) = Zeq × i(t) ⇒ Um = RI0

1 + jQ

(
ω

ω0
− ω0

ω

)

3) On en déduit :
Um = RI0√

1 + Q2
(

ω

ω0
− ω0

ω

)2
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Um est maximal quand son dénominateur est minimal, donc quand le second terme est
nul :

ωres

ω0
− ω0

ωres
= 0 ⇒ ωres = ω0 = 1√

LC

Pour cette valeur de pulsation :
Umax = RI0

4)

5) Plus R est grand, plus la bande passante est petite. En effet, si R → ∞, alors le
circuit tend vers un circuit LC, c’est-à-dire un oscillateur harmonique.
6) Par définition du déphasage ϕ entre u et i :

u(t) = Zeq × i(t) ⇒ arg(u) = arg
(

Zeq

)
+ arg(i) ⇒ ϕ = arg

(
Zeq

)
Ainsi :

ϕ = arg(R) − arg
(

1 + jQ

(
x − 1

x

))
= arg

(
1 − jQ

(
x − 1

x

))
On en déduit le graphe :

Ex. n°14 • Impédance itérative ⋆⋆⋆

64
72

1) L’énoncé demande l’une des expressions suivantes (j’effectue ici le calcul complet
jusqu’à obtenir la forme demandée) :

Z =

jωC +
(

jωL +
(

jωC + 1
Z

)−1
)−1

−1

=
(

jωC +
(

jωL + Z

1 + jωCZ

)−1
)−1

=
(

jωC + 1 + jωCZ

jωL + Z (1 − ω2CL)

)−1

=
jωL + Z

(
1 − ω2CL

)
(1 − ω2CL) + jωCZ (1 − ω2CL) + jωCZ

On résout pour trouver Z.

⇒ jωCZ2 (1 − ω2CL
)

+ jωCZ2 = jωL

⇒ Z2 = jωL

jωC (2 − ω2CL)

⇒ Z2 = L/C

2 − ω2CL
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2) Si ω <
√

2/LC, alors Z2 > 0 donc Z est une résistance Req telle que :

Req =
√

L/C

2 − ω2CL

Si ω >
√

2/LC, alors Z2 < 0 donc Z est un imaginaire pur.

Z = ±j

√
L/C

ω2CL − 2

Puisque le signe ± de l’impédance ne nous est pas imposé, il peut s’agir d’une bobine
d’inductance Leq ou d’un condensateur de capacité Ceq tels que :

jωLeq = +j

√
L/C

ω2CL − 2 ⇒ Leq = 1
ω

√
L/C

ω2CL − 2

1
jωCeq

= −j

√
L/C

ω2CL − 2 ⇒ Ceq = 1
ω

√
ω2CL − 2

L/C

Ex. n°15 • Déphaseur RC ⋆⋆⋆

75
88

1) Commençons par redessiner le circuit et légender toutes les tensions.

On est en RSF. On a : ue(t) = Ue cos(ωt) et us(t) = Us cos(ωt + ϕ). On cherche à
déterminer Us et ϕ. On passe en notation complexe. On pose : ue(t) = Ue ejωt et
us(t) = Us ejωt avec Us = Us ejϕ. On cherche ainsi à déterminer le complexe Us.
Pont diviseur de tension sur uR1 :

uR1 = R

R + 1/jωC
ue = jωRC

1 + jωRC
ue

Pont diviseur de tension sur uC2 :

uC2 = 1/jωC

R + 1/jωC
ue = 1

1 + jωRC
ue

Par additivité des tensions :

us = −uR1 + uC2 = 1 − jωRC

1 + jωRC
ue

On divise par ejωt, on obtient :

Us = 1 − jωRC

1 + jωRC
Ue

Module :

Us =
∣∣Us

∣∣ = |1 − jωRC|
|1 + jωRC|

Ue = Ue

Argument :

ϕ = arg
(
Us

)
= arg(1 − jωRC) − arg(1 + jωRC) + arg(Ue)︸ ︷︷ ︸

= 0

= 2 arg(1 − jωRC)

Ainsi,
ϕ = −2 arctan(ωRC)

On en déduit l’expression de us(t) :

us(t) = Ue cos(ωt − 2 arctan(ωRC))

2) Le réglage du produit RC permet ainsi de déphaser arbitrairement un signal entre 0
et −π sans modifier son amplitude. On a réalisé un circuit déphaseur.
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