
Énoncé TD - M1

Coordonnées cartésiennes

Ex. n°1 • Cycliste en pente ⋆⋆⋆

76
40

Un cycliste, supposé ponctuel, dévale une pente faisant un angle α avec l’horizontale.
On envisage deux systèmes de coordonnées cartésiens : R = (−→ux, −→uy) où un axe est
aligné avec l’horizontal, et R′ = (−→u1, −→u2) où un axe est aligné avec la route.

Le cycliste est soumis à trois forces : son poids −→
P = −mg −→uy, la réaction normale du

support −→
N = N −→u2 et les frottements fluides

−→
f = −f −→u1.

Donner les expressions de −→
P dans la base R′, et de −→

N et
−→
f dans la base R.

Ex. n°2 • Interpellation pour vitesse excessive ⋆⋆⋆
87

78

Un conducteur roule à vitesse constante v0 = 100 km · h−1 sur une route rectiligne.
Comme il est en excès de vitesse, un gendarme à moto démarre à l’instant où la voi-
ture passe à sa hauteur et accélère uniformément. Le gendarme atteint la vitesse de
90 km · h−1 au bout de 10 s.
1) Déterminer le temps nécessaire au motard pour rattraper la voiture.
2) Déterminer la distance qu’il aura parcourue.
3) Déterminer la vitesse qu’il aura atteinte.

Ex. n°3 • Trajectoire parabolique ⋆⋆⋆

43
78

On considère un mouvement décrit, dans la base cartésienne, par les équations horaires :

x(t) = a0t2 + x0 y(t) = v0t z(t) = z0

avec a0, v0 et z0 des constantes positives.
1) Déterminer les composantes des vecteurs vitesse et accélération dans la base carté-
sienne. Déterminer également les expressions de leurs normes.
2) Tracer la trajectoire de la courbe. Tracer qualitativement, en quelques points de la
courbe, le vecteur vitesse et le vecteur accélération.

Coordonnées polaires

Ex. n°4 • Cardioïde ⋆⋆⋆

50
98

Un mobile ponctuel M décrit la courbe plane dont l’équation en coordonnées polaires
est :

r(θ) = a

2

(
1 + cos(θ)

)
où a est une constante positive et θ(t) = ωt, avec ω une constante positive.
1) Déterminer les coordonnées cartésiennes x(t) et y(t) en fonction de a, ω et t.
2) Exprimer le vecteur vitesse −→v en fonction de a, ω et t dans la base polaire.
3) Déterminer sa norme.
4) Tracer la trajectoire.

Ex. n°5 • Satellite géostationnaire ⋆⋆⋆

76
75

Un satellite est en mouvement circulaire uniforme autour de la Terre. Il subit une accé-
lération :

a = g

(
R

r

)2

où R = 6380 km est le rayon de la Terre, g = 9,81 m · s−2 l’accélération de la pesanteur
terrestre et r est le rayon de l’orbite.
L’orbite est dite géostationnaire lorsque la période de révolution du satellite est égale à
la période de rotation de la Terre sur elle-même.
1) Calculer la période T de rotation de la Terre en secondes, puis sa vitesse angulaire
ω.
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2) Déterminer le rayon de l’orbite géostationnaire.
3) Déterminer sa vitesse sur sa trajectoire et calculer sa norme.

Ex. n°6 • Bretelle de sortie d’autoroute ⋆⋆⋆

65
93

Un conducteur, au volant de son automobile, que l’on assimilera à un point matériel,
se déplace sur l’autoroute à la vitesse constante v0 = 100 km · h−1. Il souhaite sortir de
l’autoroute (tout en gardant la même vitesse) en utilisant une bretelle de sortie assimilée
à un arc de cercle plan horizontal de rayon R = 50 m. On admet que, pour éviter de
déraper dans la bretelle, la norme de l’accélération du véhicule doit rester inférieure à
am = 10 m · s−2 à tout instant.
1) La voiture dérape-t-elle dans la bretelle ?
2) Calculez la vitesse maximale v1 à laquelle la voiture peut décrire le virage sans risque
de dérapage.
Le conducteur décide désormais, dans le virage, de réduire la norme de sa vitesse linéai-
rement au cours du temps. On note t = 0 l’instant du début du freinage.
3) Déterminer v(t) et a(t), l’évolution de la norme des vecteurs vitesse et accélération.
Tracer ces deux courbes. Commenter.

Ex. n°7 • Cycloïde ⋆⋆⋆

44
12

Une roue de rayon R et de centre C roule sans glisser sur l’axe (Ox).

À l’instant initial, l’abscisse du point C est nulle. On note M le point de la périphérie de
la roue en contact avec le sol à l’instant initial. Le mouvement de la roue est paramétré
par l’angle θ(t), l’angle entre −−→CM(t = 0) et −−→CM(t).
1) Déterminer la relation entre l’abscisse du centre de la roue xc(t) et l’angle θ(t).

2) Déterminer, en fonction de R, θ et des vecteurs de base, l’expression du vecteur
position −−→OM.
3) Tracer l’allure de la trajectoire suivie par le point M.
4) Déterminer l’expression des vecteurs vitesse et accélération. Que valent ces expressions
lorsque M touche le sol ?

Ex. n°8 • Trajectoire des planètes ⋆⋆⋆

26
47

Nous allons étudier les trajectoires possibles en mécanique céleste, lorsque deux corps
sont en interaction gravitationnelle, l’un étant beaucoup plus massif que l’autre.
On admet que la trajectoire est plane. Le corps le plus massif est supposé immobile à
l’origine O du repère. Le corps le moins massif, noté M, est repéré par ses coordonnées
cartésiennes (x, y) ou polaires (r, θ). Les deux corps sont supposés ponctuels.
On admet que les lois de la mécanique permettent de montrer que :

r = r0

1 + e cos(θ)

avec r0 > 0 une constante et e ≥ 0 un paramètre appelé excentricité de la trajectoire.
1) Déterminer l’expression du vecteur vitesse −→v dans la base polaire.
2) En admettant que l’accélération est purement radiale, montrer que la quantité r2ω
est une constante du mouvement (avec ω = θ̇).
3) On se place dans le cas où e = 0. Déterminer la nature de la trajectoire et la
représenter.
On se place dans le cas où 0 < e < 1. On admet que la trajectoire est une ellipse de
demi-grand axe noté a.
4) Tracer l’allure de la trajectoire (prendre le cas où e = 0.5).
5) Déterminer l’expression de a en fonction de r0 et e.
6) Déterminer les points de l’orbite où le vecteur vitesse est orthogonal au vecteur
position.
7) Rappeler les expressions de x et y en fonction de r et θ.
8) En déduire que la trajectoire est une parabole d’équation x(y) que l’on déterminera.
Tracer l’allure de la trajectoire.
9) On se place dans le cas où e > 1. Déterminer le domaine radial accessible par M,
c’est-à-dire l’ensemble des valeurs que peut prendre θ au cours de la trajectoire. Tracer
alors l’allure de la trajectoire dans le cas où e = 3.
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Ex. n°9 • Chute guidée d’un bâton ⋆⋆⋆

98
41

Une barre rectiligne AB de longueur 2b se déplace dans le référentiel cartésien R =
(O, −→ux, −→uy, −→uz) de sorte que :
◦ son extrémité A est guidée sur le demi-axe positif (Oz) ;
◦ son extrémité B est guidée par le demi-cercle du plan (Oxy) de centre P = (0, b, 0) et

de rayon b. On repère la position de B par l’angle φ =
(−→PO,

−→PB
)

.

À l’instant initial t = 0, B se trouve en O. À l’instant final, B se trouve en C. Le point
B se déplace avec une vitesse angulaire φ̇ = ω constante.
Formulaire : 1 − cos(θ) = 2 sin2(θ/2)
Nous allons repérer le point B dans la base polaire de centre P, de vecteur radial :
−→ur = −→PB/PB et de vecteur orthoradial −→uφ de sorte que (−→ur, −→uφ, −→uz) forme une base
orthonormée directe.

1) Reproduire le schéma et dessiner la base polaire (P, −→ur, −→uφ).
2) Exprimer les vecteurs −→ur et −→uφ en fonction de φ, −→ux et −→uy.
3) Déterminer, en fonction de ω, la durée T du mouvement.

4) Déterminer l’expression des vecteurs positions −→PB, vitesse −→vB et accélération −→aB de
B dans la base polaire.
5) Déterminer l’expression des coordonnées cartésiennes xB(t) et yB(t) du point B en
fonction de ω, t et b.
6) Soit J le point au milieu de la barre. Montrer que les expressions horaires du point J
dans la base cartésienne sont :

xJ(t) = b

2 sin(ωt) yJ(t) = b

2

(
1 − cos(ωt)

)
zJ(t) = b cos

(
ωt

2

)

7) Calculer le carré de la norme de la vitesse du point J, v2
J(t), en fonction de ω, t et b.

8) Rappeler la définition de la valeur moyenne d’une fonction f(t) entre 0 et T , puis
calculer la valeur moyenne du carré de la vitesse

〈
v2

J(t)
〉

entre 0 et T , en fonction de ω
et b.

Coordonnées cylindriques

Ex. n°10 • Trajectoire hélicoïdale ⋆⋆⋆

49
08

Un mobile ponctuel M décrit une trajectoire d’équation horaire, dans la base carté-
sienne :

x(t) = R cos(ωt) y(t) = R sin(ωt) z(t) = αt

avec α et ω des constantes positives.
1) Déterminer la dimension de R, ω et α.
2) Donner les équations paramétriques cylindriques du mouvement r(t), θ(t), z(t).
3) Déterminer l’allure de la trajectoire.
4) Donner les expressions du vecteur vitesse dans les deux bases. Quelle est la norme de
ce vecteur ?

Ex. n°11 • Pendule conique ⋆⋆⋆

27
15

On considère un pendule simple constitué d’un fil inextensible, de longueur L, de masse
négligeable, fixé en O et auquel on a accroché une petite bille de masse m assimilable à
un point matériel M .
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Un enfant fait tourner le pendule de manière à ce que la masse effectue un mouvement
circulaire uniforme de vitesse angulaire ω dans le plan (Hxy). Le fil OM garde une
inclinaison constante α > 0 par rapport à la verticale au cours du mouvement. On
suppose qu’en t = 0, le pendule est dans le plan (Oxz).
Déterminer les coordonnées de M dans la base cylindrique.

Coordonnées sphériques

Ex. n°12 • Trajectoire d’un avion ⋆⋆⋆

89
51

On étudie le mouvement d’un avion se déplaçant à faible altitude autour de la Terre.
On peut alors considérer qu’il évolue à la surface d’une sphère de rayon RT . Sa position
y est repérée par les angles θ et φ des coordonnées sphériques. On suppose que son
vecteur vitesse −→v par rapport à la Terre est de norme constante v.
1) Il se déplace du nord vers le sud. Déterminer l’évolution de ses coordonnées sphériques
θ(t) et φ(t).
2) Même question s’il se déplace sur un cercle de latitude constante, d’ouest en est.
On donne la latitude et la longitude (approximatives) de Lyon et Montréal :

Lyon : (45◦Nord, 5◦Est) et Montréal : (45◦Nord, 74◦Ouest)

On précise que, sur la surface d’une sphère, la distance la plus courte entre deux points
est un grand cercle, c’est-à-dire un cercle dont le centre est au centre de la sphère. Sur
ce grand cercle, les deux villes sont espacées angulairement de λ = 53◦.
3) Vérifier que la distance que parcourt un avion entre Lyon et Montréal sur un grand
cercle est plus courte que la distance qu’il aurait parcourue en restant à latitude
constante.

Divers

Ex. n°13 • Mouvements d’un planeur ⋆⋆⋆

39
24

Nous nous intéressons à l’évolution de la norme du vecteur vitesse d’un planeur dans
trois portions de sa trajectoire représentées ci-dessous. Le vecteur vitesse −→v et le vecteur
accélération −→a du planeur, assimilé à un point P, sont indiqués à un instant donné.

1) L’une des situations est impossible. Laquelle ?
2) Déterminer pour chaque autre portion de trajectoire si la norme de la vitesse de P
augmente ou diminue.
3) La portion (4) est circulaire de rayon R et de centre O. Quel est le lien entre la norme
du vecteur accélération et celle du vecteur vitesse dans ce cas ?

Ex. n°14 • Conversion d’unités ⋆⋆⋆

57
35

1) Une voiture avance à la vitesse v = 70 km · h−1. Quelle est sa vitesse en m · s−1 ?
2) Un moteur tourne à la vitesse angulaire ω = 3600 tours · min−1. Quelle est sa vitesse
angulaire en rad · s−1 ?

Ex. n°15 • Conjonction de planètes ⋆⋆⋆

33
56

Deux planètes assimilées à des points A et B décrivent des orbites circulaires de rayon
RA < RB, de même centre O et dans un même plan, en tournant dans le même sens.
Leurs mouvements sont circulaires uniformes, de périodes respectives TA et TB.
1) Déterminer la durée séparant deux conjonctions de MA et MB , définies par l’aligne-
ment des points O, A et B (dans cet ordre).
2) Calculer cette durée pour Vénus et la Terre, de périodes respectives TV = 225 jours
et TT = 365 jours.

Éléments de correction

1 −→
P = mg

(
− cos(α) −→u2 + sin(α) −→u1

)
; −→

N = N
(

cos(α) −→uy + sin(α) −→ux

)
et

−→
f = f

(
−

cos(α) −→ux + sin(α) −→uy

)
2 1) T = 22,2 s 2) 617 m 3) 200 km · h−1 3 1) ẋ = 2a0t ;

ẏ = v0 ; ż = 0 ; v =
√

(2a0t)2 + v2
0 ; ẍ = 2a0 ; ÿ = 0 ; z̈ = 0 et a = 2a0 2) x(y) = a0

v2
0

y2 + x0

4 1) x(t) = a

2

(
1 + cos(ωt)

)
cos(ωt) et y(t) = a

2

(
1 + cos(ωt)

)
sin(ωt) 2) vr = −aω

2 sin(ωt)
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et vθ = aω

2

[
1+cos(ωt)

]
3) v = aω

√
1 + cos(ωt)

2 4) Cf. correction 5 1) T = 8,64 × 104 s

et ω = 7,27 × 10−5 rad · s−1 2) r =
(

gR2

ω2

)1/3

= 42,3 × 106 m 3) v = 3,07 km · s−1 6

1) Oui 2) v1 = 80,5 km · h−1 3) v(t) = v1 − αt et a(t) =

√
α2 +

(
v2(t)

R

)2

7 1) xc = Rθ

2) −−→OM = R
[(

θ−sin(θ)
)−→ux +

(
1−cos(θ)

)−→uy

]
3) Cf. correction 4) −→v = Rθ̇

[(
1−cos(θ)

)−→ux +

sin(θ) −→uy

]
et −→a = R

(
θ̈
(
1 − cos(θ)

)
+ θ̇2 sin(θ)

)
−→ux + R

(
θ̈ sin(θ) + θ̇2 cos(θ)

)
−→uy ; −→v sol = −→0

et −→a sol = v2
c

R
−→uy 8 1) −→v = r0eω sin(θ)

(1 + e cos(θ))2
−→ur + r0ω

1 + e cos(θ)
−→uθ 2) d

dt

(
r2ω

)
= 0 3)

Circulaire uniforme 4) Cf. correction 5) a = r0

1 − e2 6) θ = 0 et π 7) x = r cos(θ) et

y = r sin(θ) 8) x = − y2

2r0
+ r0

2 9) θ ∈ ]−θℓ; θℓ[ avec θℓ = arccos
(

−1
e

)
9 1) Cf.

correction 2) −→ur = −cos(φ) −→uy + sin(φ) −→ux et −→uφ = cos(φ) −→ux + sin(φ) −→uy 3) T = π

ω
4)

−→vB = bω −→uφ et −→aB = −bω2 −→ur 5) xB(t) = b sin(ωt) et yB(t) = b
(

1 − cos(ωt)
)

6) Cf.

correction 7) v2
J(t) =

(
bω

2

)2 (
1 + sin2

(
ωt

2

))
8)

〈
v2

J(t)
〉

= 1
T

� T

0
v2

J(t) dt = 3
2

(
bω

2

)2
10

1) [R] = Longueur ; [ω] = Temps−1 et [α] = Vitesse 2) r(t) = R ; θ(t) = ωt et z(t) = αt 3)
Hélice 4) −→v = Rω (cos(ωt) −→uy − sin(ωt) −→ux) + α −→uz = Rω −→uθ + α −→uz et v =

√
(Rω)2 + α2

11 r = L sin(α) ; θ = ωt et z = L cos(α) 12 1) θ(t) = θ0 + vt

RT
2) φ(t) = φ0 + vt

RT sin(θ)

3) d

dlat
= 0,95 < 1 13 1) (3) 2) (1) : v ↗ ; (2) : v ↘ et (4) : v = cte 3) a = v2

R
14

1) v = 19,4 m · s−1 2) ω = 377 rad · s−1 15 1) Tconj = TATB

TB − TA
2) Tconj = 587 jours
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