CORRECTION TD - M1

COORDONNEES CARTESIENNES

Ex. n°1 e Cycliste en pente ) SR %
~
Schéma :
On a

P= mg( — cos(a) Wy + sin(a) 71)
N = N(cos(a) 0, + sin() 7¢>
? = f( — cos(a) Uy + sin(e) 7y)

Ex. n°2 e Interpellation pour vitesse excessive

1) Le motard accélere uniformément. On note a; son accélération.

alt)=a1 = o) =at

On en déduit :

90 km - h~!
= = 2 . ‘72
a 105 om-s

Notons O le point ou le mobile M passe devant le gendarme G. Notons P le point ou G
arrive a rattraper M.

On a :
Ol\/[(f) = ’Uot
Clllf2
OG(t) = —
(="
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On cherche alors T tel que :

T2 2
OP(T) = v T = ‘“2 = (7= —9225
ai

2) Le gendarme aura parcouru une distance :

a1T2

d:vOT: D)

=617 m

3) Le gendarme aura atteint une vitesse :

v(T)=aT=555m-s " =200 km-h~!

Ex. n°3 e Trajectoire parabolique

1) On obtient :

@ = 2apt § =10 5=0 v =1/ (2a0t)* + v2
T = 2ag =0 zZ= a = 2ag
2) On a :
Y Qo
t== = |a(y) = oy’ +xo
Vo )

La courbe z(y) est donc une parabole qui passe par xg lorsque y = 0. Ainsi :
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y(x)

Ex. n°4 e Cardioide

1) On sait que :

COORDONNEES POLAIRES

OM = rd, = g(l + cos(@))ﬁr

De plus,

U, = cos(0) Uy + sin(0) T,

Ainsi, avec § = wt, on a :

5098

x(t) = g(l + cos(wt) )cos(wt) et y(t) = %(1 + cos(wt) )sin(wt)

2) Dans la base polaire :

V=i + iy =

—%sin(wt)

% {1 + cos(wt)}
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3)Ona:

2 1 t
v=1/vZ4vs = a;\/sinz(wt) + {1 + cos(wt)} =|aw %S(w)
4) Trajectoire :
Ay
a
2
X
a Lall
a
2
Ex. n°5 e Satellite géostationnaire * vy g

1) Ona:

|7 =1 jour = 24 x 3600 s = 8,64 x 10" s |

Et

2
w= % — 7,27 x 1075 rad - 57!

2) Pour un mouvement circulaire (R constant) uniforme (v constant) :

OM=r, = T=rwty = T=-rT,

Avec la formule de 1’énoncé, on a :

w2

2 2\ 1/3
a:rwzzg(R> = r:(gR> = 42,3 x10° m
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3)On a:

’vzrwz&()?km-s*l‘

Ex. n°6 e Bretelle de sortie d’autoroute ) & Q¢ §
©

1) La voiture suit une trajectoire circulaire uniforme. Ainsi, la norme du vecteur accé-
lération vaut :

2
v,
aoz—0:15,4m-s_2>am

R
La voiture dérape.
2) Avec le méme raisonnement :

2
amzﬁ =

v1=223m-s ! =80,5km-h!

3) On rappelle qu’en coordonnées polaires, sur une trajectoire circulaire :

OM = R,
7 = Rw79

d 2(¢
@ = Roly — R, = O Qﬂ};)m

De plus, la norme de la vitesse décroit linéairement au cours du temps. Donc :

dv
v(t)=Rw(t)=v1—at = — =—-«
dt
avec « un coefficient positif. On en déduit :

a(t)

Courbes :
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v() (m-s™)  a(t) (m-s7?)
0 1 ]
v, —at
‘3_2
15 a? + 2 -
. 2 - .
i U , VA
m R N R
10} N ) :
4_,/
5 < .
0 0 0

960 75 50 25 00 25 50 75 10.0

t(s)

En t = 0%, la voiture commence & freiner, ce qui se traduit par une augmentation
brusque de I'accélération. Plus le freinage est puissant (« grand), plus Paugmentation de
Paccélération est importante. Dans cet exemple, la voiture dépasse le seuil d’accélération
admissible au moment ou elle commence a freiner. C’est pour cela qu’il faut toujours
freiner avant le virage, et non pendant.

Ex. n°7 e Cycloide 1.8 6 ¢ g
<

1) Puisque la roue ne glisse pas, la distance parcourue par le point C est égale a la
longueur de larc de cercle allant de M(¢ = 0) & M(t). C’est-a-dire (par définition méme

de l'unité radian) : |z, = R
2) On a :
OM = 0C + CM = Te Uy + R Wy, + R(—cos(d) T, —sin(6) )

_ R[(a — sin(6) )y + (1 — cos(0) )%]

3) Trajectoire :
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¥R

05

4) On a:
H
v = dSTM = Ré[(l — cos(0) )ﬁm + sin(0) 7?!]
d = CZ = R(é(l —cos(f) ) + 6? sin(ﬁ))ﬁx + R(é sin(6) + 6 cos(@))ﬁy

Lorsque M touche le sol, § = 0 mod 2. Ainsi,

7sol =

i

et | Tt = RO T, = % T,

=

Ex. n°8 e Trajectoire des planétes

1) On a:

T = T+ Ty = roew sin(0) 74 Tow

2) L’accélération vaut :

(1+ecos(d)? ~ 1+ecos(f)

a = (1" — rw2)7r + (21@ + m) 79

Puisque I'accélération est purement radiale, sa composante orthoradiale est nulle, donc :

2rw+rw=20
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Or,

d

dt

(

T2w

La quantité 72w est donc constante.

) - r(?v‘w n m) )

3) Lorsque e = 0, r = 1. Le rayon est constant, il s’agit donc d’un mouvement circulaire.
Ce mouvement est uniforme d’apres la question précédente (w = cte).

20

0s5hF

0.0

-0.5

4) Graphe :

-1.0

2647

— e=05
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5) Par définition du grand axe : On introduit :

1 s
0y = arccos| —— 6}7;77[
70 ro 21 = go Mo e 2

“Ttetize (14e)(1—e) 1 —e?

2a

Alors : |0 € ]—0,; 6]

6) D’aprés la question 1), il s’agit du cas o sin(¢) = 0, donc pour ¢ =0 et 7. Pour e = 3, on a 0y = 109 . On en déduit le graphe ci-dessous, ou les asymptotes font

7) On a : des angles de 46, avec ’horizontale.
’x = r cos(f) ‘ et ’y = r sin(0) ‘
z —e=3
8) On a :
()
r=——_ r+1rcos(d) =r
1+ cos(8) 0 1
= \/x2+y2—|—x:r0
= JZ+yi=r9g—2x
= 2242 =2 2 _ 0 'y
Yy =rg+x° = 2rox
2
) To
= - 4 7
T, T2 Al
Graphe :
2 3 -2 -1 ] 1 ] 3
— =]
' Ex. n°9 e Chute guidée d’un baton
1) La base polaire décrite dans 1’énoncé est la suivante :
o
zZ
A
A o
-1
23 -2 1 2 3 ]
0 P ¢C o
. \\b” L)
9) Par définition d’une distance, on a nécessairement r > 0. Ainsi, ¢
B o 1 _¥B _ U
r = m > 0 = 1 + e COS(G) > 0 = COS(Q) > _g x u}_ P
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2)Ona:

‘ U, = —cos(P) Wy +sin(P) Wy, et U, = cos(P) Wy + sin(P) Ty ‘

3) La vitesse angulaire vaut :

¢_Ef_w = Q(t) = wt

Car w est une constante. La chute se termine lorsque ¥ = 7. Ainsi,

r="
w
4) Vecteur position :
PB = b T,
On dérive ce vecteur pour obtenir la vitesse.
dPB
7]3 = W = bw 790

On dérive ce vecteur pour obtenir ’accélération.

N df
= 7B = — 2 .
B= bw %i,

5) On sait que :

OB=0P+PB=b,+b, = bsin(wt) T, + (1 — cos(wt) @,

Ainsi,

e(t) = bsin(wt) et yp(t) = b(1 - cos(wt))

6) Le point J étant & mi-distance entre A et B, on a :

o 0R+0B | o= D
2 yi(t) = M = g(l - cos(wt))
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Avant de déterminer la coordonnée z;(t), déterminons dans un premier temps za (t) &

l’aide du théoreme de Pythagore :

za(t) =

(2b)* — OB?

(20)° — 2} — v}
b /4 —2(1 — cos(wt))
b I T2 (i2)
2 oo (i)

2b cos(wt/2)

7) On calcule le vecteur vitesse dans la base cartésienne :

T

=

b%u cos(wt)
bw .
— sin(wt)

2
bw . [wt
—— sin| —
2 2

On en déduit la norme au carré du vecteur :

v3(t) = (%")2 <cos2(wt) + sin?(wt) +sin2(°‘;t>> — ( 5

8) Par définition :

1 T

7 vi(t) dt
1<bw>2/T( 1 — cos(wt
— (= 1+
T\2) J, 2
1 (bw\”> [T
ANLTANE N S
T\ 3 P sin(w .
3 (w)’

2\ 2
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COORDONNEES CYLINDRIQUES

Ex. n°10 e Trajectoire hélicoidale

1) On a:
[R] = [z] = Longueur

1

wt]=1 = |w]= Temps™

z
[a] = [ﬂ = Longueur - Temps*1 = Vitesse
2) On rappelle le lien entre les coordonnées de la base cartésienne et de la base cylin-

drique :
r=+vz2+y2=VvR?2=R et tan(d) = % = tan(wt)

3) Le point se déplace a la surface d’un cylindre (car r est constant). L’angle et 'altitude
croissent tous deux linéairement avec le temps. Cette courbe s’appelle une hélice.

Ainsi :

4

y
| 0
M
T
w

v
=

4) En coordonnées cartésiennes :

V=i Uy Uy + 2 U = ’ Ruw (cos(wt) 1y, — sin(wt) ) + o s

En coordonnées cylindriques, on rappelle que 'on a :
V=1 U410 Up+ 2 U, =|Ro Wy +a W,
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Sa norme vaut :

v =1/ (Rw)® + 2

Ex. n°11 e Pendule conique

On a immédiatement les coordonnées | z = L cos(a)

Dans le plan (Hzy), la trajectoire est circulaire de rayon R = L sin(a). De plus,
6(t = 0) = 0 d’apres ’énoncé, et puisque la vitesse angulaire est constante (mouvement
circulaire uniforme) :

»

*

bt
2715

’r:Lsin(a) et szt‘

COORDONNEES SPHERIQUES

ATy g

Ex. n°12 e Trajectoire d’un avion

1) Pour un mouvement du nord vers le sud, 'angle ¥ reste constant. Il décrit un cercle
de rayon Ry a la vitesse v constante. Ainsi,

. t
v=Rrl = |0(t) =00+ —
Ry

2) C’est désormais ’angle 6 qui est constant et ¥ qui varie. Par ailleurs, le cercle décrit
a pour rayon Ry sin(f). Ainsi,

vt

v=Rpsin(d)¥ = Tor sin(0)

P(t) = Yo +

3) Sur le grand cercle, la distance vaut :

d= RrA

Pour la distance a latitude constante, les deux villes se situent sur un cercle de rayon
Ry sin(f) avec 0 = 45°. Ainsi,

dijat = Ry sin(0) x A¥  avec: AP =79°
Ainsi,
d A

_— e = 1
diar AP sin(6) 0,95 <
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DIVERS Les planétes sont en conjonction quand Af = 27 mod 27. En choisissant une conjonction
comme origine des temps, la suivante se produit pour Teonj tel que :

<
o 9
Ex. n°13 ¢ Mouvements d’un planeur ) SR § 1 1 1 1 TATs

—1
2r =2 e — Tcon‘ = Tcon‘ =\ — 7= = —
e <:11A Iy > ! ! <:71A 133:> Tg —Ta

1) C’est le cas (3), car le vecteur accélération doit toujours étre dirigé vers l'intérieur de
la trajectoire.

2) Cas (1) : le vecteur Eﬁl  — . Donc v diminue.

Teon; = 587 jours
Cas (2) : le vecteur 7H x 4+ 7. Donc v augmente. ’ d ‘

%
Cas (4) : le vecteur E>H = 0. Donc v reste constant.

3) Pour un mouvement circulaire (R constant) uniforme (v constant) :

2
OM=R7. = T =Rwil) = @=-RJST = _%7,.

02
Ainsi i |a = =
Ex. n°14 ¢ Conversion d’unités wivwy é
1) On a: L 1000
m m
v=T0km bt =70 % =70 S =[194m 57|
2) On a:

tours 97 rad
w = 3600 tours - min~! = 3600 > _ 3600 gor: —|377 rad-s~!

min

Ex. n°15 e Conjonction de planétes ) & Q¢

2r R
1) La vitesse angulaire sur chaque mouvement est w = T L’angle par rapport a un
., 27t
axe de référence vaut donc : 6 = T
On en déduit alors la différence angulaire Af entre les directions des deux planeétes :

1 1
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