
Énoncé TD - M2

Chute sans frottement

Ex. n°1 • Parabole de sûreté ⋆⋆⋆

93
79

On s’intéresse au mouvement, dans le référentiel ter-
restre, d’un projectile dans le champ de pesanteur −→g
terrestre, en l’absence de frottement. Il est toujours
lancé avec une vitesse de même norme v0, mais l’angle
de tir θ par rapport à l’horizontale peut varier. On ap-
pelle O le point de lancement, centre d’un repère car-
tésien, et en contact avec le sol.
Les expressions demandées sont à exprimer en fonction
du paramètre : δ = v2

0/g.
Formulaire :

1
cos2(θ)

= 1 + tan2(θ)

1) Quelle est la dimension de δ ?
2) Déterminer les équations horaires x(t) et z(t), ainsi que l’équation cartésienne de la
trajectoire z(x).
3) Déterminer la hauteur maximale atteinte par le projectile. Quelle valeur de θ maximise
cette hauteur ? Que vaut la hauteur dans ce cas ?
4) Même question avec la portée du tir (distance à l’origine lorsque le projectile touche
le sol).
Soit (X, Z) un point de l’espace qui peut être atteint par le projectile (rappel : v0 est
fixe, mais θ est variable). On pose u = tan(θ).
5) À partir de l’équation cartésienne de la trajectoire, obtenir une équation sur u. En
déduire que le lieu des points (X, Z) atteignables est situé sous une parabole dont on
donnera l’équation.

Ex. n°2 • Glissade sur un igloo ⋆⋆⋆

29
59

On étudie le mouvement d’un enfant esquimau, assimilé à un point matériel M de masse
m qui glisse sans frottement sur un igloo de rayon R. Il part avec une vitesse v0 depuis
le sommet de l’igloo.

1) Appliquer le PFD sur l’enfant dans la base polaire. Identifier l’équation du mouve-
ment. Quelle information l’autre équation contient-elle ?
Il n’est pas nécessaire de résoudre explicitement l’équation du mouvement. En revanche,
on peut tout de même s’en servir pour résoudre l’autre équation, portant sur la réaction
normale de l’igloo.
2) Multiplier l’équation du mouvement par θ̇, puis intégrer entre l’instant initial et un
instant t quelconque. Montrer que :

Rθ̇2 = v2
0

R
+ 2g (1 − cos(θ))

3) En déduire l’expression de la norme de la force de réaction normale de l’igloo.
4) Déterminer l’angle θc où l’enfant décolle de l’igloo. Conclure.

Ex. n°3 • Deux masses sur un anneau ⋆⋆⋆

89
29

On considère un cerceau de masse M auquel sont accrochés deux points matériels de
masse m.
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Ces derniers sont abandonnés en t = 0 au sommet de l’anneau (position quasi verticale,
mais pas rigoureusement à la verticale pour qu’ils se mettent à chuter) et sans vitesse
initiale. Les masses m chutent sans frottement, guidées par le cerceau, l’une vers la
droite et l’autre vers la gauche.
On considère le cerceau immobile.
1) Appliquer le PFD à la masse m qui chute vers la droite.
2) Intégrer l’équation différentielle du mouvement afin d’en déduire l’expression de la
réaction du cerceau sur la masse.
3) Exprimer la résultante des forces s’appliquant sur le cerceau.
4) Déterminer la condition sur η = m/M pour que le cerceau décolle au cours du
mouvement des masses m.

Frottements fluides

Ex. n°4 • Mouvement sur un plan incliné ⋆⋆⋆

48
93

On lance avec une vitesse −→v0 une caisse de masse m, assimilée à un point matériel, selon
la ligne de plus grande pente d’un plan incliné d’un angle θ par rapport à l’horizontale,
de telle sorte qu’elle y décrive un simple mouvement de translation : elle ne tourne pas
sur elle-même et ne bascule pas non plus.

On considère que le système est soumis à un frottement fluide, correspondant à la force−→
f = −α−→v , avec α une constante positive.
1) Déterminer l’équation différentielle vérifiée par la vitesse vx. Introduire la constante
de temps τ du problème et la vitesse en régime permanent v∞.
2) Résoudre cette équation différentielle.
3) Déterminer le temps T que parcourt la caisse avant de faire demi-tour.
4) Déterminer x(t) en posant x(t = 0) = 0.

Ex. n°5 • Chute d’un caillou dans un puits ⋆⋆⋆

34
40

Un garçon jette, sans vitesse initiale, un caillou de masse m dans un puits très profond.
La surface de l’eau se trouve à une profondeur h du point de lancement du caillou. Les
frottements de l’air sont négligés et l’évolution du caillou dans l’eau se fait en présence
d’une force de frottement du type :

−→
f = −α−→v .

On donne : m = 200 g, α = 0,2 kg · s−1 et h = 8 m. L’axe (Oz) est pris vertical
ascendant avec pour origine la surface de l’eau du puits.
1) Exprimer la vitesse algébrique du caillou ż(t) lors de sa chute dans l’air et déterminer
l’instant t1 et sa vitesse algébrique v1 lors du contact avec l’eau.
2) Trouver l’équation différentielle vérifiée par ż(t) pour t > t1 et montrer que ż(t)
atteint une vitesse limite vlim que l’on déterminera.
3) Résoudre cette équation différentielle. Tracer le graphe de la vitesse ż(t) en fonction
du temps.
4) Quelle devrait être la hauteur hc de lâcher pour que, dans l’eau, le caillou évolue avec
un mouvement rectiligne uniforme. Tracer le graphe de ż(t) correspondant.
5) Tracer l’allure de ż(t) dans le cas où h < hc.

Frottements solide

Ex. n°6 • Carton sur un plan incliné ⋆⋆⋆

15
95

On dispose d’un carton sur un plan incliné (vers le haut) d’un angle α par rapport à
l’horizontale. On note f le coefficient de frottement carton/plan.

Phase statique
1) Déterminer l’angle maximal du plan incliné αm pour lequel le carton reste immobile.

Phase dynamique
On lance le carton avec une vitesse initiale v0 dans le sens de la montée.
2) Déterminer la distance d d’arrêt.

Ex. n°7 • Ski de vitesse ⋆⋆⋆

38
24

Le ski de vitesse est une discipline sportive dont le but est d’atteindre la vitesse la plus
élevée possible sur une piste rectiligne. Le record actuel de 255 km · h−1 a été établi par
le Français Simon Billy en 2023 aux Arcs, sur une piste inclinée d’un angle α = 35◦ par
rapport à l’horizontale. Les frottements de l’air sont modélisés par une force quadratique
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−→
Fair = −βv−→v . La masse du skieur et de son équipement est d’environ 90 kg.

La force de réaction −→
R exercée par la neige sur le skieur se décompose en une composante

normale −→
FN perpendiculaire à la piste et une composante tangentielle −→

FT modélisant
les frottements de la neige, dont le coefficient de frottement vaut f ≃ 0,05.
On raisonne dans un repère cartésien incliné (O, −→ux, −→uy), l’axe (Ox) étant colinéaire au
mouvement du skieur et orienté dans le même sens.
1) Établir l’équation différentielle vérifiée par la vitesse du skieur.
2) Déterminer le coefficient de frottement fluide β.
3) Identifier une vitesse caractéristique u et un temps caractéristique τ . Que
représentent-ils physiquement ?

Ex. n°8 • Bobsleigh en virage ⋆⋆⋆

24
04

On assimile un bobeur et son bobsleigh à un point matériel M de masse m = 100 kg
glissant sur la glace. On note f = 0,5 le coefficient de frottement glace/bobsleigh suivant
la direction perpendiculaire au bobsleigh. Les frottements dans la direction de la glisse
sont négligés.

On considère un tronçon de piste circulaire (cf. schéma) de rayon ρ, sur lequel le bobeur
circule à une vitesse v constante. La piste est inclinée par rapport à l’horizontale d’un
angle β. La piste se situe dans un plan horizontal que l’on munit d’un repère cylindrique

(−→ur, −→uθ, −→uz) pour paramétrer le mouvement. Ainsi, le vecteur vitesse s’écrit : −→v = v−→uθ.
On désigne par −→

R = Rn
−→n + Rt

−→
t la réaction de la piste (−→n et −→

t sont des vecteurs
unitaires).
On se place dans le référentiel terrestre R supposé galiléen.
1) Exprimer l’accélération du bobeur, en fonction de v, ρ et d’un vecteur unitaire.
2) Dans l’hypothèse d’un bobsleigh adhérent à la glace (dans la direction radiale), dé-
terminer l’expression de la réaction de la piste en fonction de v, ρ, β, g et m.
3) Quelle est la valeur vc de la vitesse pour laquelle la réaction tangentielle est nulle ?
Schématiser les forces qui s’appliquent au bobsleigh pour des valeurs proches mais supé-
rieures ou inférieures à vc. Dans quels cas le bobsleigh risque-t-il de glisser vers le bas ?
vers le haut ?
4) Montrer qu’il existe un angle β1 en dessous duquel le bobsleigh ne dérape jamais vers
le bas, quelle que soit sa vitesse. Déterminer β1 numériquement.
5) Montrer qu’il existe un angle β2 au-dessus duquel le bobsleigh ne dérape jamais vers
le haut, quelle que soit sa vitesse. Déterminer β2 numériquement.

Tension d’un fil

Ex. n°9 • Pendule simple ⋆⋆⋆

02
94

On considère un pendule simple de longueur L = 80 cm auquel on a accroché un mobile
M de masse m = 100 g. On donne le module du champ de pesanteur g = 9,81 m · s−2

et les frottements sont négligés. On lâche M sans vitesse initiale avec un angle θ0 = 10◦.
On note T la norme de la tension du fil.

1) Trouver l’équation différentielle vérifiée par θ(t) puis l’écrire avec l’approximation des
petits angles.
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2) Multiplier l’équation du mouvement non linéarisée par θ̇ puis intégrer entre t = 0 et
t quelconque pour déterminer une relation entre θ et θ̇.
3) Exprimer la norme de la tension du fil T en fonction de θ, m, g et θ0. Quand est-elle
maximale ? Calculer la valeur correspondante Tmax.

Ex. n°10 • Ascenseur ⋆⋆⋆

03
82

Un ascenseur dont la cabine pèse 1300 kg monte du rez-de-chaussée au premier étage.
1) Il démarre avec une accélération de 1,5 m · s−2. Que vaut la tension du câble qui le
hisse ?
2) Il atteint rapidement une vitesse constante de 2 m · s−1. Déterminer à nouveau la
tension du câble.

Ex. n°11 • Stabilité d’un pendule conique ⋆⋆⋆

55
28

On considère un pendule simple constitué d’un fil inextensible, de longueur L, de masse
négligeable, fixé en O et auquel on a accroché une petite bille de masse m assimilable à
un point matériel M. O est fixe dans le référentiel du laboratoire R galiléen.
Un enfant fait tourner le pendule de manière à ce que la masse effectue un mouvement
circulaire uniforme de vitesse angulaire ω dans le plan horizontal passant par H. Le
fil OM garde une inclinaison constante α > 0 par rapport à la verticale au cours du
mouvement.

1) On se place en coordonnées cylindriques (origine au point O, axe vertical vers le
haut). Faire un schéma du problème pour situer les différentes notations.
2) Appliquer le PFD. En déduire une relation entre ω, L, g et α.
3) Montrer que la vitesse angulaire est forcément supérieure à une certaine valeur ωc.

Que fait le pendule sinon ?

Ex. n°12 • Tire-fesses ⋆⋆⋆

47
31

On considère un skieur, supposé ponctuel, sur un tire-fesses qui suit une trajectoire
rectiligne uniforme. Le skieur est soumis à son poids −→

P , à la tension du câble −→
T (de

norme T ) et à la réaction du sol −→
R qui s’oppose au glissement des skis avec un coefficient

de frottement f .

Déterminer l’expression de T en fonction de m, g, f , θ et β.

Force de rappel élastique

Ex. n°13 • Masse-ressort sur un plan incliné ⋆⋆⋆

45
01

On considère une masse m accrochée à l’extrémité d’un ressort sans masse (k, ℓ0) sur
un plan incliné d’un angle α avec l’horizontale. Le ressort est fixé à l’autre extrémité.
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1) Déterminer l’équation différentielle vérifiée par x(t), la position de la masse.
2) Déterminer xeq, la position d’équilibre de la masse (c’est-à-dire une position où elle
peut rester immobile). Que devient cette expression dans le cas d’un plan horizontal
(α = 0), à la verticale vers le haut (α = π/2) et à la verticale vers le bas (α = −π/2) ?
Commenter.

En réalité, le ressort possède une longueur minimale ℓmin = ℓ0

2 à laquelle les spires sont
en contact. Ainsi, la longueur du ressort ne peut jamais être inférieure à ℓmin.
Pour la dernière question, on se place dans le cas où α = π/2.

3) Réaliser un bilan des forces à l’équilibre lorsque m >
kℓ0

2g
.

Ex. n°14 • Bille sur un rail en rotation ⋆⋆⋆

71
58

Un rail de longueur L tourne autour d’un point O fixe, dans un plan horizontal (le
schéma est une vue de dessus), à la vitesse angulaire ω0 constante. On place sur ce rail
une petite bille M, de masse m, qui peut se déplacer sans frottements uniquement dans
la direction du rail.

La bille est placée à l’instant initial, sans vitesse, à la distance d (avec : 0 < d < L) du
point O.
1) Faire un bilan des forces. Établir l’équation du mouvement.
2) Montrer que la bille finit toujours par être éjectée du rail.
On attache maintenant la bille à un ressort de raideur k, de longueur à vide ℓ0, dont
l’autre extrémité est fixée en O.
3) À quelle condition la bille possède-t-elle une position d’équilibre, ie. une position où

elle peut rester immobile ?

Éléments de correction

1 1) Longueur 2) x(t) = v0 cos(θ) t ; z(t) = −gt2

2 +v0 sin(θ) t et z(x) = −1 + tan2(θ)
2δ

x2 +

tan(θ) x 3) zmax(θ) = δ sin2(θ)
2 et zmax

(
π

2

)
= δ

2 4) xmax(θ) = δ sin(2θ) et xmax

(
π

4

)
= δ

5) Z = δ

2 − X2

2δ
2 1) mRθ̈ = mg sin(θ) et −mRθ̇2 = N − mg cos(θ) 2) Cf. correction 3)

N = m

(
− v2

0
R

+g (3 cos(θ) − 2)
)

4) cos(θc) = 1
3

(
v2

0
gR

+ 2
)

3 1) −mRθ̇2 = N −mg cos(θ)

et mRθ̈ = mg sin(θ) 2) −→
N = mg

(
3 cos(θ) − 2

)
−→ur 3) −→

F = −Mg−→ux + R−→ux − 2mg
(

3 cos(θ) −

2
)

cos(θ) −→ux 4) η ≥ 3
2 4 1) v̇x + vx

τ
= v∞

τ
avec τ = m

α
et v∞ = −gτ sin(θ) 2)

vx(t) = (v0 − v∞) e−t/τ +v∞ 3) T = τ ln
(

v0 − v∞

−v∞

)
4) x(t) = τ (v0 − v∞)

(
1 − e−t/τ

)
+v∞ t

5 1) ż = −gt ; t1 =
√

2h

g
et v1 = −

√
2hg 2) dż

dt
+ ż

τ
= −g avec τ = m

α
; vlim = −τg 3)

ż(t) = (v1 − vlim) e−(t−t1)/τ + vlim 4) hc = τ2g

2 5) Cf. correction 6 1) αm = arctan(f)

2) d = v2
0

2a0
avec a0 = g sin(α) + gf cos(α) 7 1) mẍ = mg sin(α) − βẋ2 − fmg cos(α)

2) β = 0,094 kg · m−1 3) u =
√

mg

β

(
sin(α) − f cos(α)

)
et τ =

√
m

βg
(

sin(α) − f cos(α)
)

8 1) −→a = −v2

ρ
−→ur 2) Rn = mg cos(β) + mv2

ρ
sin(β) et Rt = −mg sin(β) + mv2

ρ
cos(β)

3) vc =
√

ρg tan(β) 4) β1 = arctan(f) ≃ 27◦ 5) β2 = arctan
(

1
f

)
≃ 63◦ 9 1)

θ̈+ g

L
sin(θ) = 0 et θ̈+ g

L
θ = 0 2) θ̇2 = 2g

L

(
cos(θ)−cos(θ0)

)
3) T = mg

(
3 cos(θ)−2 cos(θ0)

)
et Tmax = 1,01 N 10 1) T = m (g + a) = 1,5 × 104 N 2) T = mg = 1,3 × 104 N 11
1) Cf. correction 2) cos(α) = g

Lω2 3) ωc =
√

g

L
; α = 0 12 T = mg

f cos(θ) + sin(θ)
cos(β) + f sin(β)

13 1) ẍ + k

m
x(t) = kℓ0

m
− g sin(α) 2) xeq = ℓ0 − mg

k
sin(α) 3) N2 = mg − kℓ0

2 > 0 14

1) r̈ − rω2
0 = 0 2) r̈ > 0 3) k

m
> ω2

0
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