
Énoncé TD - M3

Applications directes du cours

Ex. n°1 • Chute libre ⋆⋆⋆

82
41

On lâche un objet dans le champ de pesanteur terrestre g = 9,81 m · s−2 à une altitude
h = 10 m, sans vitesse initiale. On néglige tout frottement.
1) Exprimer l’énergie potentielle du système et la tracer.
2) Déterminer puis calculer la vitesse de l’objet au niveau du sol.

Ex. n°2 • Système masse-ressort à l’horizontale ⋆⋆⋆

58
37

Soit une masse m reliée à un ressort de raideur k et de longueur à vide ℓ0, pouvant
osciller sur un plan horizontal sans frottement. On prend l’origine du repère en O, fixe.
À l’instant initial, la longueur du ressort vaut ℓ0 et sa vitesse vaut v0

−→ux (avec v0 > 0).

On pose : ω0 =
√

k

m

1) Justifier que le mouvement est conservatif.
2) Déterminer la longueur maximale du ressort au cours du mouvement de la masse, en
fonction de ℓ0, v0 et ω0.
3) Déterminer, par une méthode énergétique, l’équation différentielle vérifiée par x(t),
la position de la masse.

Ex. n°3 • Glissement sur un plan incliné ⋆⋆⋆

36
11

Un mobile supposé ponctuel (point M) de masse m glisse à vitesse constante −→v0 sur un

plan incliné vers le bas d’un angle α. Le mobile est soumis à son poids, à la réaction
normale du support (norme N) et à une force de frottement solide (norme T ) avec le
support. Les trois forces sont de norme constante. On néglige les frottements fluides
avec l’air.
On s’intéresse plus particulièrement au mouvement entre les points A et B distants de
L, la différence de hauteur étant notée h.

1) Exprimer −→
P , −→

N et −→
T dans la base (−→ux, −→uz), en fonction des vecteurs de base et de

m,g, N et T .
2) Déterminer le signe de la puissance de chacune des trois forces. Commenter.
3) Déterminer l’expression du travail de chaque force entre A et B.
4) Déterminer l’expression de T en fonction de m, g et α.
On considère désormais un aller-retour A → B → A avec une vitesse uniforme v0

−→ux à
l’aller et −v0

−→ux au retour. Pour réaliser le trajet retour, une force motrice est appliquée
sur le mobile.
5) Déterminer le travail de la force de frottement solide sur cet aller-retour. En déduire
que cette force n’est pas conservative.

Exercices à maîtriser

Ex. n°4 • Amortisseur ⋆⋆⋆

74
20

On considère un ressort sans masse (k, ℓ0) sur un plan incliné d’un angle α avec l’hori-
zontale. Le ressort est fixé à l’une de ses extrémités et est libre à l’autre extrémité. Une
masse m ponctuelle est lancée d’une distance L > ℓ0 de l’origine avec une vitesse nulle.
Elle se déplace sans frottement et on note x(t) sa position au cours du temps.
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1) Rappeler l’expression de l’énergie potentielle de pesanteur Ep,p et de l’énergie poten-
tielle élastique Ep,el. En déduire l’expression de l’énergie potentielle totale Ep(x) de la
masse. On distinguera les cas où x > ℓ0 et 0 < x < ℓ0.
2) Tracer l’allure de Ep(x) dans le cas où Ep(0) > Ep(L).
3) Déterminer graphiquement et par le calcul la position d’équilibre xeq.
4) Déterminer une équation permettant de déterminer vmax, la vitesse maximale de la
masse au cours du mouvement. On ne cherchera pas à résoudre cette équation.
5) Déterminer une équation permettant de déterminer ℓmin, la longueur minimale du
ressort au cours du mouvement. On ne cherchera pas à résoudre cette équation.
6) Décrire qualitativement ce qu’il se passe lorsque Ep(0) < Ep(L).

Ex. n°5 • Convoyeur de colis ⋆⋆⋆

25
30

On s’intéresse à un convoyeur à colis présent dans un centre de tri. Les colis sont déchar-
gés par un tapis roulant à la vitesse vA = 0,2 m · s−1, puis glissent ensuite sur un plan
incliné d’angle α par rapport à l’horizontale. Ils sont ensuite pris en charge au niveau
du point B par un second tapis roulant qui avance à la vitesse vB = 0,5 m · s−1.

Sur la pente inclinée, le colis est soumis à son poids −→
P et à la réaction −→

R de la piste, qui se
décompose en une composante normale −→

N perpendiculaire à la piste et une composante
tangentielle −→

T de sens opposé à la vitesse. Les normes de ces deux composantes sont
liées entre elles par la loi de Coulomb du glissement, avec f = 0,4 le coefficient de
frottement.
Déterminer α pour que les colis arrivent en B avec la vitesse du deuxième tapis roulant.

Ex. n°6 • Looping ⋆⋆⋆

12
04

Une voiture de manège de masse m = 24 kg est assimilée à un point matériel. Cette
voiture est posée sur deux rails parallèles et glisse sans frottement le long de la trajectoire
représentée ci-dessous, constituée d’une rampe et d’un looping de rayon a = 4,7 m.

La voiture est abandonnée sans vitesse au point A d’altitude h > a. On suppose pour les
deux premières questions que la hauteur h est suffisamment grande pour que la voiture
reste constamment en contact avec les rails.
1) Exprimer la vitesse vB en B de la voiture en fonction de g et h. Expliquer pourquoi
le résultat ne dépend pas de la forme de la rampe.
2) À l’aide d’un théorème énergétique, établir un lien entre θ̇2, θ et les constantes du
problème.
3) Exprimer N , la norme de la réaction normale exercée par les rails sur la voiture en
M, en fonction de θ et des constantes du problème.

4) Pour quel point M0 du cercle la norme de −→
N est-elle minimale ?

5) Donner l’expression littérale puis calculer la hauteur h minimale pour laquelle la
voiture ne décolle pas des rails.
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Ex. n°7 • Pendule simple et approximation harmonique ⋆⋆⋆

03
54

On considère un pendule simple de longueur L auquel on a accroché un mobile M de
masse m. Les frottements sont négligés. À l’instant initial, le pendule est lâché avec un
angle θ0 et sans vitesse initiale.

Approche énergétique
1) Justifier que le mouvement est conservatif.
2) Déterminer l’expression de l’énergie potentielle du système en fonction de la variable
θ et la tracer.
3) Dans cette question, on suppose que le fil est rigide : il reste tendu et de longueur
fixe. Déterminer graphiquement les positions d’équilibre et préciser leur stabilité.
4) Déterminer l’équation différentielle du mouvement par une méthode énergétique. On

introduira la pulsation propre du pendule : ω0 =
√

g

L
.

5) À l’aide d’un théorème énergétique, déterminer la relation liant θ, ω et θ0.
6) En déduire l’expression de T en fonction de la variable θ uniquement (pas ω).

Approximation harmonique
Dans toute cette partie, on se place dans l’approximation des petits angles : θ ≪ 1 rad.
7) Déterminer l’expression approchée de l’énergie potentielle et la tracer.
8) Déterminer l’équation différentielle du mouvement.
La solution de l’équation homogène précédente est :

θ(t) = A cos(ω0t) + B sin(ω0t)

Les constantes A et B sont à déterminer à l’aide des deux conditions initiales θ(t = 0)

et θ̇(t = 0).
9) Déterminer la solution complète de l’équation différentielle.

Résolution numérique
On reprend l’équation différentielle obtenue en question 4.

θ̈ + ω2
0 sin(θ) = 0

/ Aides Python :

deriv(y, t) renvoie la dérivée de y en fonction de y et t. L’argument t est à
indiquer même si t n’apparaît pas explicitement dans la fonction.

odeint(deriv, CI, t) renvoie la solution de l’équation différentielle donnée par la
fonction deriv, avec pour condition initiale CI, et évaluée aux temps t.
y et CI doivent être de même dimension (flottant ou liste).

10) Exprimer θ̇(t) puis ω̇(t) en fonction des variables θ(t) et ω(t).
11) En considérant la liste y = [θ, ω], écrire un programme Python permettant de
résoudre l’équation différentielle du pendule simple.
12) Commenter l’allure des courbes ci-dessous obtenues par résolution numérique.
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Pour aller plus loin

Ex. n°8 • Ressort vertical ⋆⋆⋆

09
09

On considère une masse m accrochée à l’extrémité d’un ressort sans masse, de constante
de raideur k et de longueur à vide ℓ0. L’autre extrémité du ressort est fixe.

1) Déterminer l’expression de l’énergie potentielle de la masse.
2) Déterminer la position de la masse à l’équilibre.
3) À l’aide d’un théorème énergétique, déterminer l’équation différentielle vérifiée par
z(t). On introduit la pulsation propre : ω0 =

√
k/m.

Ex. n°9 • Oscillateur amorti ⋆⋆⋆
76

37

Un mobile effectue des oscillations rectilignes sinusoïdales entretenues, avec une am-
plitude xm et une fréquence f constantes. Son abscisse x(t) est donc du type x(t) =
xm cos(2πft).

Il est soumis à une force de frottement fluide du type −→
F = −α−→v où α est une constante

positive.
1) Exprimer la puissance instantanée P(t) exercée par la force de frottement fluide.
2) Exprimer le travail de la force de frottement fluide durant une période du mouvement.

Ex. n°10 • Saut à l’élastique en toute sécurité ⋆⋆⋆

23
77

Un homme, de masse m = 70 kg, saute à l’élastique d’un pont haut de 180 m sur-
plombant les gorges du Verdon. Un élastique exerce la même force de rappel qu’un
ressort. Pour un matériau donné et une longueur à vide ℓ0, la constante de raideur k de
l’élastique vaut :

k = k0

ℓ0
avec : k0 = 2 kN

On néglige les frottements de l’air. Pour un saut en toute sécurité, il faut que la personne
qui saute ne s’approche pas à moins de 20 m du sol.
En appliquant un théorème énergétique judicieusement choisi, déterminer la longueur à
vide maximale ℓm de l’élastique pour un saut en toute sécurité.
On pourra poser :

λ = 1 + mg

k0

Ex. n°11 • Puits de potentiel ⋆⋆⋆

44
44

On étudie, dans un vide poussé, le mouvement unidimensionnel selon un axe (Ox) d’un
atome de lithium (Li), modélisé par un point matériel de masse m. Un faisceau laser
focalisé au point O (origine du repère) exerce sur l’atome une force conservative qui
dérive de l’énergie potentielle suivante :

Ep(x) = − E

1 + u2 avec : u = x

R

où E et R sont des constantes positives. La fonction Ep(x) /E est représentée ci-dessous.
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Données :
◦ Masse d’un atome de lithium : m = 1,17 × 10−26 kg
◦ Longueur caractéristique du puits : R = 3,0 × 10−4 m
◦ Profondeur du puits : E = 2,76 × 10−27 J

On néglige le poids de l’atome.
On considère l’atome initialement immobile en x = 0 au fond du puits de potentiel. On
lui communique à l’instant t = 0 une vitesse v0 positive selon −→ux.
1) À quelle condition portant sur v0 l’atome demeure-t-il piégé dans le puits de potentiel.
2) Si cette condition n’est pas respectée, déterminer l’expression de sa vitesse limite,
notée v∞, quand x tend vers l’infini.
3) Déterminer l’équation différentielle du mouvement de la particule dans ce puits.
4) Déterminer l’expression approchée du potentiel autour de la position d’équilibre. Sous
cette approximation, déterminer la nouvelle équation différentielle du mouvement.

Ex. n°12 • Énergie potentielle linéaire ⋆⋆⋆

17
24

On considère un point matériel de masse m en mouvement unidimensionnel le long d’un
axe (Ox), soumis à une force −→

F = −F0
−→ux si x > 0 et −→

F = F0
−→ux si x < 0, avec F0

une constante positive. On néglige le poids.
1) Montrer que la force est conservative et déterminer l’expression de l’énergie potentielle
Ep associée. On admet que la fonction Ep(x) est définie et continue en x = 0. Tracer
Ep(x).
2) Le point matériel peut-il se trouver sur une trajectoire non bornée ?
À l’instant initial, la masse se trouve en x = 0, animée du vecteur vitesse −→v 0 = v0

−→ux,
avec v0 une constante positive.
3) Déterminer l’amplitude xmax de son mouvement ultérieur en fonction des constantes
du problème.
On cherche à déterminer la période du mouvement.
4) Exprimer la vitesse ẋ en fonction de v0, x et xmax lorsque la masse se trouve en x
tel que 0 ≤ x ≤ xmax et que la vitesse ẋ ≥ 0.
5) Exprimer dt en fonction de dx et x puis l’intégrer pour obtenir la période T des
oscillations. On rappelle que :

d

du

(
− 2

√
1 − u

)
= 1√

1 − u

Ex. n°13 • Tube en rotation ⋆⋆⋆

91
81

On considère un tube cylindrique de section S et de longueur 2a. Un piston, d’épaisseur
négligeable, de masse m et pouvant coulisser le long du cylindre sépare deux comparti-
ments, chacun contenant n moles de gaz parfait maintenu à la température T0 constante.
Le tube est mis en rotation à une vitesse angulaire ω.

On se place dans le repère tournant lié au cylindre. Dans ce référentiel, la position du
piston est repérée par l’unique variable r ∈ [−a; a] et sa vitesse vaut ṙ. On admet que
l’énergie potentielle du système {gaz du compartiment de gauche + gaz du comparti-
ment de droite + piston de masse m} vaut :

Ep(r) = −nRT0 ln
(

1 + r

a

)
︸ ︷︷ ︸

Ep1

−nRT0 ln
(

1 − r

a

)
︸ ︷︷ ︸

Ep2

−1
2mω2r2︸ ︷︷ ︸

Ep3

où R est la constante des gaz parfaits.
Donnée : développement limité lorsque x ≪ 1 :

ln(1 + x) ≃ x − x2

2

1) Déterminer l’expression des trois forces −→
F1, −→

F2 et −→
F3 dérivant respectivement des

énergies potentielles Ep1, Ep2 et Ep3.
2) Montrer que r0 = 0 est toujours une position d’équilibre du piston.
On introduit la vitesse angulaire critique :

ωc =
√

2nRT0

ma2
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3) Montrer que si ω > ωc, il existe deux positions d’équilibre, notées r+ et r−, dont on
déterminera l’expression.
4) Déterminer par le calcul la stabilité de la position d’équilibre en r0.
On donne ci-dessous l’allure de l’énergie potentielle pour ω > ωc et ω < ωc.

5) Identifier quelle courbe correspond à quel cas.
On se place dans le cas où ω < ωc. On suppose que r ≪ a.
6) Sous ces hypothèses, montrer que :

Ep(r) ≃ 1
2m

(
ω2

c − ω2)
r2

7) Déterminer l’équation différentielle vérifiée par r autour de la position d’équilibre.

Éléments de correction

1 1) Ep = mgz 2) vf =
√

2gh = 14 m · s−1 2 1) Cf. correction 2) xmax = ℓ0 + v0

ω0

3) ẍ + ω2
0x = ω2

0ℓ0 3 1) −→
P = mg

[
− cos(α) −→uz + sin(α) −→ux

]
; −→

N = N−→uz et −→
T = −T −→ux

2) −→
P moteur ; −→

N ne travaille pas ; −→
T résistant 3) WA→B

(−→
P

)
= mgh et WA→B

(−→
T

)
=

−T L 4) T = mg sin(α) 5) W
(−→

T
)

̸= 0 4 1) Ep(x) = mgx sin(α) + 1
2k (x − ℓ0)2 si

x ≤ ℓ0 ; Ep(x) = mgx sin(α) si x ≥ ℓ0 2) Cf. correction 3) xeq = ℓ0 − mg sin(α)
k

4)

mgL sin(α) = 1
2m v2

max + mg xeq sin(α) + 1
2k (xeq − ℓ0)2 5) mgL sin(α) = mgℓmin sin(α) +

1
2k (ℓmin − ℓ0)2 6) Choc avec mur 5 tan(α) = 2fgh

v2
A − v2

B + 2gh
; α = 22◦ 6 1)

vB =
√

2gh 2) gh = 1
2a2θ̇2 + ga

(
1 + sin(θ)

)
3) N = mg

(2h

a
− 2 − 3 sin(θ)

)
4) θ = π

2 5)

h ≥ 5a

2 = 11,75 m 7 1) Cf. correction 2) Ep = −mgL cos(θ) 3) Minima et maxima 4)

θ̈ + ω2
0 sin(θ) = 0 5) 1

2mL2θ̇2 − mgL cos(θ) = −mgL cos(θ0) 6) T = mg
[
3 cos(θ) − 2 cos(θ0)

]
7) Ep ≃ −mgL

(
1 − θ2

2

)
8) θ̈ + ω2

0 θ = 0 9) θ(t) = θ0 cos(ω0t) 10) θ̇(t) = ω(t) et

ω̇(t) = −ω2
0 sin(θ(t)) 11) Cf. correction 12) Oscillations sinusoïdales et isochrones aux petits

angles 8 1) Ep(z) = −mgz + 1
2k (z − ℓ0)2 2) zeq = ℓ0 + mg

k
3) z̈ + ω2

0z(t) = ω2
0zeq 9

1) P = −α (2πfxm)2 sin2(2πft) 2) W = −α2π2fx2
m 10 ℓm = h

(
λ −

√
λ2 − 1

)
= 71,4 m

11 1) v0 <

√
2E

m
= 0,69 m · s−1 2) v∞ = v0

√
1 − 2E

mv2
0

3) mẍ + 2ER2x

(R2 + x2)2 = 0 4)

Ep(x) ≃ −E
(
1 − u2)

; mẍ + 2Ex

R2 = 0 12 1) Ep(x) = F0 |x| 2) Non 3) xmax = mv2
0

2F0
4)

ẋ = v0

√
1 − x

xmax
5) T = 4mv0

F0
13 1) −→

F1 = nRT0

a + r
−→ur ; −→

F2 = −nRT0

a − r
−→ur et −→

F3 = mω2r−→ur

2) E ′
p(r0) = 0 3) r± = ± a

√
1 −

(
ωc

ω

)2
4) Stable si ω < ωc et instable si ω > ωc 5) Gauche :

ω < ωc et droite : ω > ωc 6) E ′′
p (0) = k 7) r̈ +

(
ω2

c − ω2)
r = 0
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