CORRECTION TD - M3

APPLICATIONS DIRECTES DU COURS

Ex. n°1 e Chute libre ) gRas §
4]

1) L’énergie potentielle est uniquement de pesanteur et vaut (en supposant un axe z
vertical vers le haut) :
Ep = mgz

Graphe :
E

=mgz

Ep =mgh [

\ 4

EF

2) C’est un mouvement conservatif, donc le TEM donne :

vy =+/2gh =14 m- st

1
A&, =0 = mgh+0:O+fmv}2c =
—— 2

EI M
EF

»

bt

bt
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Ex. n°2 e Systéme masse-ressort a I’horizontale
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1) Le systeme est soumis a la force de rappel du ressort (force conservative), au poids qui
ne travaille pas et a la réaction normale du support qui ne travaille pas. Le mouvement
est donc bien conservatif.

2) On rappelle I’énergie potentielle élastique :
1 1
£ = Sk ((~ l)* = Skl — )?

On se place dans le référentiel terrestre supposé galiléen. On applique le TEM a la
masse entre U'instant initial (x = fg et © = vg) et 'instant ou la longueur du ressort est
maximale (Z = Zyq, €t © = 0 car la masse fait demi-tour).

1 1 L
Agm =0 = *mvg +0=0+ =k (:Ema.'l; - EO)Q = Tmax = 60 + &
2 2 wo
3) On applique le TPM :
d |1 1 - .
at {2“2*2’“@6&2} =0 = mii+k(z—Ll)i=0

On divise par & puis par m :

’i—i—w%wzw%(o‘

Ex. n°3 e Glissement sur un plan incliné

1) Ona:

P = myg =myg { — cos(a) W, + sin(w) 74 N = N7, T = ~TU,

2) Pour le poids :
P(ﬁ) =mg [ — cos(a) U, + sin(a) 74 -0 Uy = Mgy sin(a) > 0

C’est une force motrice : elle contribue a faire glisser le mobile vers le bas.

Pour la réaction normale du support :
'P(]_\/z) = Nﬁz "U07$ =0

La force ne travaille pas.

Pour la réaction tangentielle du support :

P(?) =Ty voty =Ty <0
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C’est une force résistive : elle s’oppose au glissement du mobile vers le bas.
3) Puisque N) ne travaille pas, son travail entre A et B est nul.

Travail du poids.

o On peut travailler avec 'intégrale temporelle. La vitesse étant constante, le temps de

parcours vaut 7 = —.
Vo

o On peut travailler avec I'intégrale du travail élémentaire.

(5W(ﬁ) — P .dOM = mg { — cos() U + sin(a) 71,] -dzl, = mg sin(a) dzx

Ainsi,
T L
WAﬁB(ﬁ) = / mgup sin(a) dt = / mg sin(«) dz
0 0
= mguvp sin(a) T = mgL sin(«)
= mgh

Puisque W _,B (?) = mgh > 0, on en déduit que le poids a fourni de I’énergie au
systeme.

Travail de la réaction tangentielle :

Wasn (:‘ﬁ) - /O " e 1L

Puisque Wa_p (?) = —TL < 0, on en déduit que la force a prélevé de ’énergie au

systeme.

4) On applique le TEC entre A et B.

AE. = Wa_g (?) + Wa_B (?) = 0=mgL sin(a) —TL

Ainsi,
T = myg sin(a)

On peut également appliquer le TPC. La vitesse étant constante, ’énergie cinétique 1’est
aussi.

d&.
dt

5) Lors de laller :

=0=mgyg sin(a) —Tvy = |T =mg sin(a)

Waon (7) - /OL (—T,) - dedly = /OL Tde=-TL
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Lors du retour :

WBHA(?) - /LO (+T7,) - dadly = /LOT dr = —TL

Bilan :

Wapoa (?) — _9TL#40

Le travail de la force sur un chemin fermé est différent de 0. Cette force n’est donc pas
conservative.

EXERCICES A MAITRISER

Ex. n°4 ¢ Amortisseur

1) On a:
1
Epp=mgz et Epe = §k‘ (- €0)2

Avec z axe vertical ascendant.

Dans notre cas, z = z sin(a) et £ = x. De plus, la masse est en contact avec le ressort
uniquement si x < £y. On en déduit donc :

1
£ () = mgz sin(a) + 5]{: (z — ly)? six </
mgz sin(a) six >4
2) Graphe :
Ep(x)
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3) On cherche ou la dérivée s’annule (le minimum de la courbe d’énergie potentielle).

de,

= 0 =mg sin(a) + k (zeqg — Lo)

= xeq:&)—

4) L’énergie cinétique (donc la vitesse) est maximale lorsque ’énergie potentielle est
minimale. Ainsi, le TEM entre z = L et = x4 donne :

1 1
Em =|mygL sin(a) = 3m V2 0w MG Teg sin(a) + §k (Zeq — £o)°

5) Le TEM entre © = L et & = £,,,;,, donne :

1
Em =|mgL sin(a) = mglpin sin(a) + ik‘ (i — 60)2

6) La masse arrive en x = 0 avec une vitesse non nulle (£.(0) = &, — £,(0) > 0) et
heurte le mur.

Ex. n°5 e Convoyeur de colis

Notations :

Notons £ = 0 et x = L les deux extrémités de la piste. Le travail du poids du colis se
calcule simplement,

W(?) = /? . dO—M = /OL my - dzl, = mg sin(«) /OL dx = mgL sin(a) = mgh

Comme la force de réaction normale est perpendiculaire & la pente (donc & la trajectoire),
alors elle ne travaille pas, donc
w(N) =0

N. Perrissin | 2026 /2027 | TPC1, Mermoz

Calculons enfin le travail de la force de réaction tangentielle : ? =—fN . La valeur
de N se trouve en projetant le PFD selon 71,

0=—-mgcos(a)+ N = N=mgcos(ae) = T = fmg cos(a)
Ainsi,

W(?) = /? . dOM = —fmg cos(a) /OL 4 = —Fmal cos(a) = — fmgh

tan(«)

Appliquons le théoréeme de ’énergie cinétique au colis entre A et B :

A& = W(ﬁ) + W(?) = mgh fmgh _ mgh (1 __J )

 tan(a) tan(«)

On en déduit :

f 2fgh [a—22°]
=mgh (11— = = =22
man ( tan(a) “ v —v% 4 2gh =

2 2
mvg  muy

2 2

tan(a) =

Ex. n°6 e Looping

1) On applique le TEM entre les points A et B, sur la voiture, dans le référentiel terrestre
supposé galiléen. Seule la réaction normale du support est non conservative, mais cette
force ne travaille pas. Ainsi,

v = \/2gh

1 1

5m 1)12% +mg ya = fmv%—l—mg Yy =

2~~~ ~~ 2 <~
-0 —h =0

2) On applique le TEM entre les points A et M, avec : yp = a(l + sin(&)) et vy = af.

1 ..
gh = §a292 + ga(l + sin(0)>

L 5
mgh = iva +mgym =

3) On définit la base polaire suivante.
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Graphe :

| €p(8)/mgL

Dans cette base :

On applique le PFD sur la voiture, que 'on projette selon U,

—maf? = —mg sin(d) = N = N =mabh* — mg sin(h)
3) Les minima locaux sont des positions d’équilibre stables. Les maxima locaux sont des
On remplace 62 a 'aide de I’expression de la question précédente. positions d’équilibre instables.

4) On rappelle que pour un mouvement circulaire :

N=m (2(’;” - 29(1 + sin(6) )) — mg sin(6) = | myg (2: —2-3 sin(9)>

. 1 .
oM=L = T=Lit, = &= Sl

4) N est minimale lorsque le sinus est maximal, donc pour 6 = g On en déduit I’énergie mécanique :
5) En fze Point, il faut que N soit toujours positif ou nul pour que la voiture ne décolle g, = lmLQéQ — mgL cos(6)
pas. Ainsi, 2
2h 5a
Nmmzmg<a—5>20 = |[h25 =11,75m Le TPM donne :
A y ;o o
o 0 = mL00+mgLfsin(f) =0 = |0+ w;sin(d)=0

Ex. n°7 e Pendule simple et approximation harmonique

. . . .« . 5) Le TEM entre I'instant initial et un instant quelconque donne :
1) Le poids est une force conservative et la tension du céble ne travaille pas. Le mouve- ) d d

ment est donc conservatif.

Lo o5
2) L’axe z étant orienté vers le bas, I’énergie potentielle vaut : §mL 0% —mgL cos(f)) = —mgL cos(6)

&p = —mgx = —mgL cos(0) ‘
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6) La masse subit les forces :

P = mg {cos(@) U, — sin(h) 79}
T = -T7,

L’accélération pour un mouvement circulaire vaut :

U =L0Uy = d=L0uy— L6,
Le PFD projeté selon @, donne donc :
—mLf* =mg cos(§) — T = T =mg cos(h) + mLb>

Or, d’aprées la question précédente,

1 . .
§mL292 —mgL cos(0) = —mgL cos(6y) = mLH* =2mg {COS(@) - cos(@o)}

Ainsi,

T =mg [3 cos() — 2 003(90)]

7) Au deuxiéme ordre, on a :

02
Ep = —mgL cos(f) ~ —mgL (1 - 2)

Graphe :
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Approximation harmonique

&,(0)/mgL

8) On peut appliquer le TPM :

‘%”:o = mL?00+mglod =0 = [0+w26=0

On peut également linéariser directement le PFD :

O+wisind)=0 = |6+wi0=0

9) L’énoncé précise que : (0) = by et O(t = 0) = 0.

On en déduit :
0(0)=A=10,

Et pour la dérivée :

0(t) = —Awg sin(wot) + Bwg cos(wot) = O(t=0)=Bwy=0 = B=0

Bilan :

‘9(15) = 6y cos(wot) ‘

10) On a directement par définition :

0(t) = wl(t)
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On se sert ensuite de ’équation différentielle :

o(t) = —w? sin(8(1)) |

11) Exemple de code :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint

o e W n e

# RESOLUTION ODEINT

6

7lw0 = 1

8

o|def deriv(y, t):

10 dydt = [y[1], - wO**2 % np.sin(y[0])]
11 return dydt

13|t = np.linspace(0, 100, 10000) # Array des temps

14|CI = [179*np.pi/180, 0] # CI : 0(0) = 179° en rad et w(0) = 0

15|Y = odeint (deriv, CI, t) # Y — array 10000 lignes x 2 colonnes

16

170 = Y[:, 0] * 180/mnp.pi # 0 en > toutes les lignes (:) de la colonne n°0
islw = Y[:, 1] # w — toutes les lignes (:) de la colonne n°1

20| # AFFICHAGE GRAPHIQUE - -c-cmmmm oo m oo oo o m oo oo m oo

22/ plt.plot(t, 6, "r-")
23/ plt . show ()

12) Lorsqu’on est dans 'approximation des petits angles, on remarque que les oscilla-
tions sont sinusoidales et isochrones (de méme période). Ce n’est plus le cas hors de
I'approximation des petits angles.

POUR ALLER PLUS LOIN

Ex. n°8 e Ressort vertical )@ Yas

0909

1) Attention a 'axe z, qui est orienté vers le bas. On a :

Ep(z) = —mgz + %k (z —£)?

2) On cherche le point d’annulation de la dérivée :

e,
dz

=-mg+k(z—4)=0 = zeq=€o+@
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3) On utilise le TPM :

e _
dt

On pose : wy = \/W On a alors :

2+ wiz(t) = wizeq

Ex. n°9 e Oscillateur amorti

1) On dérive la position pour obtenir la vitesse :

v(t) = =2w fx,, sin(27 ft)

On en déduit la puissance :

=0 = mzZ-mgi+ki(z—14)=0

P = F-v=-a=—a (27 fa)? sin?(27 1) < 0

2) Calculons I'intégrale de la puissance :

T T
W:/O Pdt = —a(27rfxm)2/0 sin?(27 ft) dt

On utilise le fait que la valeur moyenne de sin® vaut 1/2.

1

17 T T
= / sin?(2rft)dt = = = / sin?(2m ft) dt = =

2

Or, T = % On en déduit :

W = —a2n?fz2,
| |

Ex. n°10 e Saut a 1’élastique en toute sécurité

»

*

e
7637

T Ay g

Notons z = 0 l'altitude du pont et orientons I’axe vertical vers le bas. On applique le
TEM entre Uinstant initial (z = 0, v = 0 et élastique non tendu, donc sans force de
rappel) et instant le plus bas de la chute, ot 'homme fait demi-tour (z = h et v = 0).

B ko 2
Ee Ep,p Ee Epp
' Epel
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Apres réarrangement des termes, il vient :

02— 2\ by +h* =0

Le discriminant vaut :
A=4r" (N =1) >0

On en déduit les deux solutions :

los =h (Ai Vaz = 1) =

ﬁm:h(/\—\/)P—l)

On ne garde que la solution avec un signe moins, car ¢y + > h (donc 'homme s’écrase

sur le sol). Avec h = 160 m, on trouve : | £, = 71,4 m |.

Ex. n°11 e Puits de potentiel TR

4444

1) On est piégé si &, < max(E,) = 0. Or, I'énergie mécanique (qui se conserve) initiale
vaut :

1
Em=—E+ 5m1}§

Pour étre piégé dans le puits de potentiel, il faut donc que :

|2F
vo <4/ —=069m-s"
m

[2F 'z . L
2) On suppose que : vg > {/ —. La conservation de 1’énergie mécanique assure que :
m

1 2F
Em=—E+ §mvg = §mvgo = |V =04/l — "
3) On applique le TPM :
d (1 ., ER 0 o i BRx 200
— | =mi®* - =—=——= ) = mig + —————— =
dt \ 2 R2 + x2 (R2+x2)2

En simplifiant par &, on obtient :

2ER?*z
(R + 27
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4) On utilise le développement limité :

1

_ 2y —1 2
1—|—u27(1+u) ~1—u
Ainsi,
E
5p(x)——m:—E(l—u2) avec : u:%

On applique le TPM :

2 .
d<1m¢2—E(1—x>> 0 = mais D8y

2 R?

En simplifiant par &, on obtient :

On peut également repartir de 'ED du mouvement de la question précédente et faire
lapproximation z < R. On obtient alors :

2ER?*x . 2Fx

mi +

Ex. n°12 ¢ Energie potentielle linéaire

1) On a:

__dé'p_> B —Fyx si:x <0

=——U = &=
dx For si:xz>0

Puisque la fonction est définie et continue en = 0, on en déduit :

Ep(x) = Fo |z|

Graphe :
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>

2) Puisque &, tend vers +oo lorsque & — £o00, le point matériel ne peut pas partir a
I'infini.

3) On écrit la conservation de I'énergie mécanique entre 1’état initial (z = 0, v = vg) et
la position extrémale (¥ = Zymqz, v =0). On a :

2
mug

1
0+ imvg =IZTmar+0 = Tmaz = 5F,

4) On écrit la conservation de I’énergie mécanique entre 1’état initial (x = 0, v = vg) et
une position quelconque telle que 0 < x < 0. On a :

1 1
0+ —mvi = Fox + —mv? = |@=uvp,/1— ’
2 2 IWL(L.’L‘

5) On en déduit :

dx 1 T dx

i= 2 g 1 = Ja=—2
(%) 1-—
Tmax

dt ‘7/‘771/(117
Le mouvement du point matériel de z = 0 a x,,4, correspond & un quart de période T'.

Ainsi,
Tmaz 1
T4 x/ dx _ 4mmw/ du
0 z Vo o V1—u
vo, /1 — ——
xm{ll’

On a posé : u = &/Tmaz. On a donc :

T:M{_2m:|1:%: 4mvo
Yo 0 Vo FO

N. Perrissin | 2026/2027 | TPC1, Mermoz

Ex. n°13 e Tube en rotation

»

»

»
9181

1) Pour i =1,2,3, on a :

?i _ dgpi 7T
dr

On en déduit :

RT, RT,
?127]1 Oﬁr ?2:—77/ 077” ?3:mw27“7r
a+r a—r
2) On a :
Tt Tt 2nRT;
El(r)= _nkT +LR A nRTy — mw?
F a+r a-—r a? — r2

On constate que rg = 0 est bien solution de cette équation. Il s’agit donc d’une position
d’équilibre.

3) Cherchons r # 0 également solution de I’équation. On a :

2nRT| 2nRT
(“—moﬂ) =0 = aQ—TQZLQO
a®—r mw
N 7"2 _ a2 1 . QTLRTO
ma2w?

2
= |rr=*1a 1—(&)
w

Ces solutions existent lorsque w > w,.

4) Calculons la dérivée seconde &)(r).

a? —r2) —r(=2r) 9

(=12’

&, (r) =2nRT, (

Ainsi,
2nRT;
L 5 0 _ mw? :m(wszz)

&(0) = =

La position d’équilibre est stable (£,(0) > 0) si w < w. et instable (£,(0) < 0) siw > w,.

5) L’état d’équilibre stable en 0 correspond au graphe de gauche (minimum de Iénergie
potentielle). Donc a gauche : w < w, et & droite : w > w,.
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6) Premiere méthode : on a montré dans le cours que

£,(0) =m (w2 —w?) =k

N

et que toute énergie est équivalente a une énergie potentielle élastique proche d’une
position d’équilibre (r proche de ro = 0)

Deuxieéme méthode : on réalise un développement limité & I’ordre 2 de la fonction énergie

potentielle
r 1 /7r\2 r 1 r\2 1
o oo 52 ] o [ (2)] - e
Ep(r) nRo[a 5 (5 } nR 0[ A G 5T

RT; 1

= 7na20r2—§mw2r2

= 1m (wz—wz) r2
2 c

7) On applique le TPM :

d (1 | 1 .
dt<2mr2+2m(w3w2)r2)0 = |i+ (w2—w?)r=0

11 s’agit bien d’un oscillateur harmonique de pulsation propre : |wy = /w2 — w? |.
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