Chapitre M4 — Oscillateurs mécaniques

I) Force de rappel élastique

1) Analogie électromécanique

Nous verrons dans tout le chapitre qu’il existe une forte analogie entre ’électrocinétique et la mécanique.
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Avec cette analogie, on peut retrouver ou prédire des relations.
o Energie stockée par une bobine «» Energie cinétique :
1 1
—Li? —muv?
2 2
o Energie stockée par un condensateur <> Energie potentielle élastique :
1 2 1
iC’UQ = Qq—c > 5]{:372 avec: x=/{—Y{,

o Pulsation propre du systeme :

o Facteur de qualité :

2) Choix de l'origine de I’axe

Soit O un point fixe. On considére un systeme masse-ressort a l’horizontale.
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On rappelle la loi de Hooke :

F=—k(t—t) T,

Il existe alors deux choix pertinents pour placer l'origine de I'axe des .
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Origine a l'extrémité O du ressort Origine & la position d’équilibre O’
Lien entre £(t) et z(t) 0t) = z(t) Ut) = z(t) + Lo
Force de rappel F=_k (z — o) Uy F= —kx
PFD mi = —k (z — {o) mi = —kx
ED i+ wir = wily i+wiz=0
Avec : |wg = % la pulsation propre du systeme.

On retrouve bien un oscillateur harmonique dont la forme canonique générale de I'ED est :

&+ wir = wizsp

ou la solution particuliére xgp représente physiquement la position d’équilibre du systeme. ATTENTION
d’équilibre dépend du choix de l'origine de I'axe.

3) Oscillateur harmonique

On choisit O comme origine de 'axe. L’ED est :

i+ wir = wily

La solution est :
z(t) = A cos(wot) + B sin(wot) + £
~—~

SEH SP

Conditions initiales (exemple) : la longueur du ressort vaut ¢; et il est laché sans vitesse initiale.

Position initiale :

CL'(O) = 61 =A+ £0 = A= £1 — fo = 1’(t) = (61 — [0) COS(th) + B Sin(w(]t) + £0

Vitesse initiale :

: la position

i(t) = —wo (1 — Lo) sin(wot) +woB cos(wot) = #(0)=0=woB = |a(t) = (fa — by) cos(wot) + o |

4) Oscillateur amorti

On ajoute une force de frottement fluide de la forme :
7 =-av

Le PFD donne :

k k
mi=—at —k(x—4{y) = i’:+gx-|-fx:7£0
m m
On identifie la pulsation propre et le facteur de qualité :
k k
wom B o o L |gowm_ Vmk
m Q m « «@

L’allure de la solution dépend de la valeur du facteur de qualité.

5) Bilan énergétique

Par analogie avec ’électronique :
o PFD
o Multiplier par ¥ — bilan de puissance
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o Intégrer par rapport au temps — bilan d’énergie

PFD (oscillateur amorti projeté sur Ox) :
mi = —ax — k(x — l)

On multiplie par @ (vitesse projetée sur Ox) :

d (1 d (1
.. .2 . .92 .2 2
=— —k -/ = —|= =— —— | zk(x—¢
mii i & (x — L) o <2mx ) ab” —— (2 (x — L) )
_/_/ Pf!'ott

Pcin 7;'el
Avec :
0 Prott = —ai? < 0 la puissance regue par la force de frottement (négative, la force préleve de 1’énergie)

d (1

0 Pa = T (2k (x — 60)2> la puissance regue par la force de rappel
On rappelle que pour les forces conservatives :

d€

P=-—2
dt

On en déduit (il s’agit en réalité du TPM) :

d 1 .92 1 2 _ .92 dgm_ .2
g <2mx +2k(x—€0)>— ai® = = =-ad <0

L’énergie mécanique du systéme diminue jusqu’a I’arrét de la masse.
En I'absence de frottements, i.e. & = 0, le bilan de puissance donne :

d&y _
T 0 = &n(t)=En(0)

L’énergie mécanique se conserve.

IT) Mouvement autour d’une position d’équilibre

1) Rappels

On se place a proximité d’une position d’équilibre (z.4) stable.

E(Teq) =0 et |E)(weq) =k >0

L’approximation harmonique consiste & approximer £,(x) pour z proche de z.q par un polynéme d’ordre 2 (i.e.
une parabole). Cette approximation est donnée par la formule de Taylor & 'ordre 2 :

1 1
Ep() = Ep(Teq) + (T — Teq) 5;/9(%11) + 5= zeq)2 51/;/(meq) = | &(r) = gk (z — zeq)2 + cte

5 (

On retrouve donc exactement 1’énergie potentielle élastique d’un ressort.
Propriété :
Tout systeme, proche d’une position d’équilibre stable, se comporte comme un systeme masse-ressort. En effet, dans
I’approximation harmonique, le systeme subit une force :
€,  d [1
de  dz |2

F(x) =

k(z— xeq)2 + cte} =—k(z—2q) = ?(m) = k(2 — Teq) U

On en déduit I’équation différentielle du mouvement. Le TPM donne :

dém d[1 1
£ =0 [mdcz—l—zk(:r—xeqf—i—cte} =0

dt e

mid +k(r —xeq) =0

4

=  mi+kr =k
- 2 2 k
= T+ Wyt = wWyTeq avec: wo=14/—
m
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Ce systeme est un oscillateur harmonique. Si on ajoute une perte d’énergie, le systéme va converger vers sa position
d’équilibre.

2) Application : interaction intermoléculaire

Exercice TD : Potentiel de Lennard-Jones
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