
Énoncé TD - M4

Applications directes du cours

Ex. n°1 • Masse ressort à la verticale ⋆⋆⋆

42
62

On suspend à un ressort vertical un point matériel de masse m.
On note k la constante de raideur du ressort et ℓ0 sa longueur à
vide.
1) Faire 3 schémas clairs des situations suivantes.
◦ Cas du ressort sans la masse. On note ℓ0 la longueur du ressort.
◦ Cas du ressort avec la masse sur sa position d’équilibre. On

note ℓeq la longueur du ressort.
◦ Cas du ressort avec la masse ayant une position quelconque

z(t). On note ℓ(t) la longueur du ressort.

Dans la suite, on prendra comme origine de l’axe vertical la
position de la masse à l’équilibre.
2) Quelle relation existe-t-il entre ℓ(t) et z(t) ?
3) Appliquer le PFD lorsque la masse est immobile sur sa posi-
tion d’équilibre. En déduire une relation entre ℓeq et les autres données du problème.
4) Appliquer le PFD pour une position quelconque et déterminer l’équation différentielle
du mouvement.

Exercices à maîtriser

Ex. n°2 • Masse ressort à l’horizontale ⋆⋆⋆
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Soit un ressort de masse nulle, de constante de raideur k et de longueur à vide ℓ0, attaché
à un support fixe à l’une de ses extrémités. L’autre extrémité est libre.

Une masse m, assimilée à un point matériel M, se déplace sans frottement à la vitesse
constante −→v0 = −v0

−→ux en direction du ressort. On note t = 0 l’instant où la masse
entre en contact avec le ressort.
1) Établir l’équation différentielle vérifiée par la position du point M, tant que la masse
est en contact avec le ressort.
2) Préciser les conditions initiales : x(0+) et ẋ(0+).
3) Résoudre l’équation différentielle avec les conditions initiales déterminées précédem-
ment.
4) Quelle est la longueur minimale du ressort au cours de l’expérience ? Commenter
l’expression obtenue.
On se place dans le cas où la longueur minimale du ressort reste positive.
Le ressort étant sans masse (il ne possède donc pas d’inertie), il ne peut exercer sur M
qu’une force de poussée dans le modèle considéré. Le contact avec M est donc perdu dès
que le ressort retrouve sa longueur à vide.
5) Tracer la fonction vx(t), projection du vecteur vitesse sur l’axe (Ox) en fonction du
temps (inclure les temps négatifs).

Ex. n°3 • Deux ressorts en dérivation ⋆⋆⋆
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On considère deux ressorts de longueur à vide ℓ01 et ℓ02, et de constante de raideur k1
et k2. Une masse supposée ponctuelle est fixée de la manière indiquée sur le schéma
ci-dessous.

On note a = O1O2 la distance entre O1 et O2. L’origine de l’axe horizontal est prise à
la position d’équilibre du système. On note x(t) la position du point M .
1) Déterminer une relation reliant les longueurs à vide ℓ0, les longueurs à l’équilibre ℓeq

et les constantes de raideur k des deux ressorts.
2) Déterminer pour chaque ressort une relation reliant x(t), sa longueur à un instant
quelconque ℓ(t) et sa longueur à l’équilibre ℓeq.
3) Déterminer l’équation différentielle vérifiée par x(t), la position du point M. La mettre
sous forme canonique. Donner l’expression de la pulsation propre ω0 des oscillations.
4) Dans l’analogie électrocinétique, quel dipôle est l’analogue du ressort ? Les ressorts
étant ici en dérivation, est-ce surprenant d’avoir trouvé cette expression de ω0 à la
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question précédente ?

Ex. n°4 • Molécule diatomique ⋆⋆⋆
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On peut modéliser une molécule diatomique, par exemple H2 ou CO, comme deux
atomes reliés par un ressort. Le système est schématisé ci-dessous. Chaque atome est
représenté par une masse différente. On notera k la constante de raideur du ressort et
ℓ0 sa longueur à vide. On négligera la gravité.

On note µ la masse réduite du système, définie par :

1
µ

= 1
m1

+ 1
m2

On note également : u(t) = x2(t) − x1(t).
On suppose qu’à l’instant initial, les deux atomes sont immobiles et séparés par une
distance d. L’origine de l’axe (Ox) est prise sur la masse m1 en t = 0.
1) Déterminer l’équation du mouvement de la masse m1. Cette équation peut faire
apparaître x1(t) et ses dérivées, ainsi que x2(t).
2) De la même manière, trouver l’équation du mouvement de la masse m2.
3) En combinant les deux équations du mouvement précédentes, donner l’ED vérifiée
par u(t). Déterminer la solution de cette équation.
4) En déduire les expressions de x1(t) et x2(t).

Pour aller plus loin

Ex. n°5 • Potentiel de Lennard-Jones ⋆⋆⋆
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On considère un cristal parfait, c’est-à-dire un assemblage spatial triplement périodique
d’un très grand nombre d’atomes. On admet que l’énergie potentielle d’interaction entre
deux atomes de masse m, distants de x, est bien décrite par le potentiel de Lennard-
Jones :

V (x) = A

x12 − B

x6 avec : A, B > 0

1) Tracer V (x). Les deux termes du potentiel de Lennard-Jones correspondent-ils à des
interactions attractives ou répulsives ? À quelles interactions correspondent-ils ?
2) Déterminer xeq, la distance d’équilibre, en fonction de A et B.
On peut montrer que V (x) se met sous la forme :

V (x) = V0

[(xeq

x

)12
− 2

(xeq

x

)6
]

avec : V0 = B

2x6
eq

où V0 représente la profondeur du puits d’énergie potentielle.
3) Pour des déplacements de faible amplitude autour de la position d’équilibre, montrer
que la liaison entre deux atomes est modélisable par un ressort de constante de raideur
k que l’on exprimera en fonction de xeq et V0.

Ex. n°6 • Potentiel de Morse ⋆⋆⋆
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Soit une molécule diatomique dont les deux atomes ne peuvent se déplacer que dans la
direction (Ox). En notant x la distance interatomique, l’énergie potentielle d’interaction
s’écrit, selon la relation de Morse :

V (x) = V0 (1 − u)2 avec : u = e−a(x−x0)

avec V0, a et x0 des constantes positives.
1) Déterminer la distance interatomique d’équilibre, appelée longueur de liaison à l’équi-
libre xeq.
On s’intéresse aux petits mouvements autour de la position d’équilibre.
2) Dans ce cas, montrer que la force d’interaction résultante est équivalente à celle d’un
ressort de constante de raideur k dont on donnera l’expression en fonction de V0 et de
a.
3) Donner, sur le même graphique, l’allure des courbes représentatives de l’énergie po-
tentielle de Morse et de l’énergie potentielle harmonique approchée en fonction de la
distance interatomique.

Ex. n°7 • Deux ressorts en série ⋆⋆⋆
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On considère deux ressorts, de même longueur à vide ℓ0 et de constantes de raideur
respectives k1 et k2, mis bout à bout. Une masse ponctuelle M, de masse m et d’abscisse
x(t), est accrochée à l’extrémité du deuxième ressort. On note N, de masse nulle et
d’abscisse xN(t), le point de jonction entre les deux ressorts. L’origine de l’axe horizontal
est prise au point O.
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1) Exprimer x(t) et xN(t) en fonction de ℓ1(t) et ℓ2(t).
2) Appliquer le PFD au point N. En déduire l’expression de ℓ2(t) en fonction de x(t) et
des constantes du problème.
3) Appliquer le PFD au point M. En déduire l’équation différentielle vérifiée par x(t) et
la mettre sous forme canonique.
4) L’équation précédente est-elle cohérente avec l’analogie électromécanique ?

Ex. n°8 • Suspension d’un VTT ⋆⋆⋆

69
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® Nécessite d’avoir fait les chapitres E4 et E5
Le but de cet exercice est d’étudier les caractéris-
tiques d’une suspension de VTT. Le VTT est modé-
lisé par un solide de masse m décrivant le cadre et le
vététiste, repéré par la position d’un point M, posé
sur une unique suspension. L’effet de la roue arrière
n’est pas pris en compte.
La suspension est modélisée par un ressort de raideur
k et de longueur à vide ℓ0 attaché en M, dont l’autre
extrémité est fixée au centre C de la roue, qui suit
exactement le profil du chemin. Les positions de M et
C sont repérées par leurs abscisses z et z0 sur un axe
vertical (Oz) ascendant tel que z0 = 0 corresponde à
la position moyenne du chemin.
Outre le ressort, la suspension contient un amortisseur fluide de coefficient d’amortisse-
ment α. L’effet de l’amortisseur sur le mouvement de M se modélise par une force

−→
Fa = −α (ż − ż0) −→uz

où ż et ż0 sont les vitesses verticales respectives de M et C. La raideur k et le coefficient
α peuvent être réglés par l’intermédiaire de la pression d’huile et de la pression d’air
dans la suspension.
1) Lorsque le VTT se déplace sur une route plate et lisse, z0 = 0, et la cote z est
constante, de valeur ze, en régime dit stabilisé. Déterminer ze en fonction de m, g, k et
ℓ0.
2) Considérons maintenant le VTT se déplaçant sur un chemin bosselé. On pose Z(t) =

z(t) − ze. Montrer que Z(t) vérifie une équation différentielle de la forme

mZ̈ + αŻ + kZ = F(t)

où F(t) est une fonction à déterminer, dépendant de z0, de v0 et des constantes α et k
caractéristiques de la suspension. Préciser le sens physique de F .
3) On considère le cas où le profil du chemin est tel que F(t) est une fonction sinusoïdale
d’amplitude Fm et de pulsation ω. Justifier que la vitesse v d’oscillation verticale du
VTT est également sinusoïdale de même pulsation que F . Exprimer son amplitude Vm

en fonction de Fm, m, k, α et ω.

La fonction de transfert de la suspension est définie par H = Z

z0
, et on introduit les

paramètres :

ω0 =
√

k

m
ξ = α

2
√

mk
u = ω

ω0

4) Que représente physiquement H ? Exprimer H en fonction de ξ et u.
Pour un VTT se déplaçant à la vitesse V sur un che-
min fait de cailloux de taille ℓ, le spectre d’excitation
est maximal autour de ω = 2πV

ℓ
. La figure ci-contre

représente l’allure de |H(u)| pour ξ = 1.
5) Pour un meilleur confort, vaut-il mieux rouler vite
ou lentement ? Commenter.

Éléments de correction

1 1) Cf. correction 2) ℓ(t) = ℓeq + z(t) 3) ℓeq = ℓ0 + mg

k
4) z̈ + ω2

0 z(t) = 0 avec

ω0 =
√

k

m
2 1) ẍ + ω2

0 x(t) = ω2
0ℓ0 avec ω0 =

√
k

m
2) x

(
0+)

= ℓ0 et ẋ
(
0+)

=

−v0 3) x(t) = ℓ0 − v0

ω0
sin(ω0t) 4) ℓmin = ℓ0 − v0

ω0
5) Cf. correction 3 1) 0 =

−k1 (ℓ1,eq − ℓ01)+k2 (ℓ2,eq − ℓ02) 2) ℓ1(t) = ℓ1,eq +x(t) et ℓ2(t) = ℓ2,eq −x(t) 3) ẍ+ω2
0 x(t) = 0

avec ω0 =
√

k1 + k2

m
4) keq = k1 + k2 4 1) m1ẍ1 = k (x2(t) − x1(t) − ℓ0) 2) m2ẍ2 =

−k (x2(t) − x1(t) − ℓ0) 3) ü + ω2
0 u(t) = ω2

0 ℓ0 avec ω0 =
√

k

µ
; u(t) = (d − ℓ0) cos(ω0t) + ℓ0

4) x1(t) = µ

m1
(d − ℓ0) (1 − cos(ω0t)) ; x2(t) = d − µ

m2
(d − ℓ0) (1 − cos(ω0t)) 5 1) A

x12

répulsion à courte distance liée au principe d’exclusion de Pauli ; − B

x6 attraction de Van der
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Waals 2) xeq =
(2A

B

)1/6
3) k = 72V0

x2
eq

6 1) xeq = x0 2) k = 2a2V0 3) Cf. correction

7 1) xN(t) = ℓ1(t) et x(t) = ℓ1(t) + ℓ2(t) 2) ℓ2(t) = k1

k1 + k2
x(t) + k2 − k1

k1 + k2
ℓ0 3)

ẍ + ω2
0 x(t) = ω2

0 · 2ℓ0 avec ω0 =
√

keq

m
où keq = k1k2

k1 + k2
4) Oui 8 1) ze = ℓ0 − mg

k
2)

F(t) = kz0 + αż0 3) Vm = Fm√
α2 +

(
mω − k

ω

)2
4) H = 1 + 2jξu

1 − u2 + 2jξu
5) u ≫ 1
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