CORRECTION TD - M4

APPLICATIONS DIRECTES DU COURS

Ex. n°1 ¢ Masse ressort a la verticale ) & ‘@id §
<
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2) On a : ’é(t) =L, +z(t)‘

3) La masse est soumise & :
o Son poids : ? =mg .
o La force de rappel du ressort : ?el = —k (0(t) — Lo) w0,

On applique le PFD au point M de masse m, dans le référentiel du laboratoire que ’on
suppose galiléen. On projette le PFD sur 'axe (Oz) et on se place a 1’équilibre.

mg

O0=mg—k{leg— L) = A

geq =/fy+

4) On fait de méme pour un temps quelconque :

k

.. 2
+ t)=20 : =4/ —
Z 4+ wi 2(t) avec :  wo = 4/ -

mz=mg —k (leqg + 2(t) — lo) = —k 2(t) =
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EXERCICES A MAITRISER

Ex. n°2 e Masse ressort a I’horizontale

1) Bilan des forces : force de rappel du ressort (le poids et la réaction normale du support
se compensent). Ainsi, comme dans le cours :

[k
i+ wd a(t) =wily avec: wy=1{/—
m

x(0+) =/ |et a':(0+) = —p

2) On a :

3) Solution générale :

x(t) = A cos(wot) + B sin(wpt) + 4o

Avec les CI :
"E(0+):A+£():£() = A=0

i(t) = —Awp sin(wot) + Bwg cos(wot) = #(07) = Bwy = —vp

x(t) = by — i sin(wot)
wo

4) La longueur minimale est obtenue lorsque le sinus est maximal, donc :

Vo
Emin = EO -
wo

On remarque que cette valeur peut étre négative, ce qui n’a pas de sens physiquement.
En pratique, si ,,;n, < 0, cela signifie que la masse comprime entiérement le ressort puis
se heurte au support. Dans la suite, on se place donc dans le cas ou £,,;, > 0.

5) Avant le contact, vy (t) = —vo.

Tant que la masse est en contact avec le ressort :

v (t) = —vo cos(wopt)

Le contact avec le ressort est perdu lorsque celui-ci retrouve sa longueur a vide, soit

T
pour sin(wpt) = 0 avec t > 0, donc & t = —. A cet instant, v,(t) = +uvp.
wo
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Apres la perte de contact, la masse se déplace a vitesse constante :

v (t) = vo

Cv(t) /v,

t/T |

Ex. n°3 e Deux ressorts en dérivation

»

»

bt
1425

1) Bilan des forces. La masse m est soumise & :
o La force de rappel du ressort 1 : ?1 =—ky ({1 —lo1) U,
o La force de rappel du ressort 2 : ?2 = ko (b3 — £p2) 730

On applique le PFD a I’équilibre a la masse m, dans le référentiel du laboratoire que
I’on suppose galiléen.

’0 = —Fki (l1,eq — o1) + k2 (€2 cq — Yo2) ‘

2) Un schéma montre immédiatement que :

’El(t) =leqta(t) et lo(t) =Ly e — alt) \

3) On applique le PFD :

mi = —ky (€1(t) — Lo1) + ko (La(t) — Loz)
= —ki (b1,eq + 2(t) — Lo1) + ko ({2,eq — 2(t) — Lo2)
= —k‘ll‘(t) — kzﬂ?(t)
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On en déduit 'ED du mouvement :

[ki+k
i+wlz(t)=0 avec: wy= LR
m

4) L’analogue du ressort est le condensateur. Or, deux condensateurs en dérivation ont
une capacité équivalente : Coy = C1 4 Cs. C’est bien ce que 'on retrouve ici : deux
ressorts en dérivation ont une constante de raideur équivalente : ko = k1 + ko.

ki

Ex. n°4 ¢ Molécule diatomique

8548

1) La masse mj est soumise uniquement a la force de rappel du ressort :
o=k (2a(t) — 21(t) — bo) s

On applique le PFD sur my, dans le référentiel du laboratoire que ’on suppose galiléen.

’mlx"l =k (za(t) — z1(t) — Lo) ‘

2) La masse mqy est soumise uniquement a la force de rappel du ressort :
Fa=—k(@a(t) ~ m:(t) — o) T,

On applique le PFD sur mo, dans le référentiel du laboratoire que ’on suppose galiléen.

mady = —k (a2(t) — a1 (t) — o) |

3)Ona:
i =do— 1 ——i(u(t)—ﬁ)—i(u(t)—ﬁ)
=tz md = (D 0
On en déduit :
d+wiult)=wily = wy= k
1

D’apres les conditions initiales, 4(0) = d. On en déduit :

’u(t) = (d — £y) cos(wot) + 4o ‘

4) D’apres les questions 1 et 3, et a 'aide des conditions initiales, on a :

) = mil (d—lo)cos(wot) = |z1(t) = mil (d — £o) (1 — cos(wot))
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D’apres les questions 2 et 3, et a ’aide des conditions initiales, on a :

. k
Xy = T (d — 4y) cos(wot) =

xo(t) =d— n% (d —4o) (1 — cos(wot))

POUR ALLER PLUS LOIN

Ex. n°5 e Potentiel de Lennard-Jones

»

»

s
2452

1) L’allure de V(z) est donnée par la courbe 1.

Courbe 1

3 i
|| \\\ Courbe 2

2 \ \

‘ ourbe 3

Le terme A/2'? (courbe 2) domine lorsque 2 — 0. Il correspond & des interactions répul-
sives entre les nuages électroniques des atomes, liées notamment au principe d’exclusion
de Pauli et prépondérantes a courte distance.

Le terme —B/x% (opposé de la courbe 3) domine lorsque x — oo. Il correspond aux
interactions attractives de Van der Waals, prépondérantes a grande distance.

2) On cherche x tel que :

124 6B 24\ /¢
V’(x)z—ﬁﬁ-?zo = qu: (B>

3) L’approximation harmonique consiste & approximer &,(z) pour  proche de z.,
par un polynéme d’ordre 2 (c.-a~-d. une parabole). Cette approximation est donnée par
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la formule de Taylor & 'ordre 2 :

Ep(w) = Ep(Teq) + (T — Teq) g;la(xeq) + 1

B (z — meq)2 g;/zl(xeq)

Il s’agit d'une position d’équilibre : & (z.,) = 0; stable (car un minimum) : &) (x¢,) =
k> 0.

1
Ep(w) = Ep(weq) + §k (v — xeq)Q

On en déduit :

2
k::V”(xeq):LQO(12><13—2><6><7) - 72V°
x2, x2,

~
Ex. n°6 e Potentiel de Morse R 2
<
1) La position d’équilibre correspond & un minimum de I’énergie potentielle et vérifie
donc I’équation :
awv 0
dr
Ainsi,
avdV  du
azax%:—2%(1—10X—GUZQU/%U<1_U):O =

De mani¢re équivalente, on peut remarquer que V(z) > 0. Or, V(zo) = 0. Donc xg
correspond au minimum de la fonction. On aboutit & la méme conclusion :

2) L’approximation harmonique consiste & approximer &,(x) pour z proche de z.,
par un polyndéme d’ordre 2 (c.-a-d. une parabole). Cette approximation est donnée par
la formule de Taylor a 'ordre 2 :

Ep(7) = Ep(Teq) + (T — Teq) g;la(xeq) + % (z — J73611)2 5;/zl(336q)

Il s’agit d'une position d’équilibre : &) (z.4) = 0; stable (car un minimum) : £ (z¢,) =
k> 0.

2

Ep() = Ep(Teq) + %k (T — Teq)

Ici, V(z9) =0 et

657‘2/: %(2@‘/0 (u—u2)) :% X %(2{1‘/@ (u—uQ)) :—au><2aV0(1—2u>
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Ainsi,

De maniere équivalente, on peut faire directement le DL a ’ordre 2. Pour x ~ x(, on a :

V(z)

1
~ §k (x—x0)® avec: k=V"(x)=2a%V

u~l—a(z—x0) = l-u~al@—=z0) = V(z)~a*V(z— )

Par identification :

1
Ep(x) = Ep(Teq) + 5/{: (2 —zeg)’ = ’V(mo) =0 et k=24 ‘

2.00
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0

Ex. n°7 e Deux ressorts en série

1) On a:

(o) = 6(t) et a(t) = L) + b()]

2) Bilan des forces. Le point N est soumis & :
o La force de rappel du ressort 1 : ?1 =—ky ({1 — {p) 7$
o La force de rappel du ressort 2 : ?2 = ko (b3 — £p) U,

N.
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On applique le PFD au point N, de masse nulle, dans le référentiel du laboratoire que
I’on suppose galiléen.

’0 = —kl (f](t) — gO) + k2 (62(1‘.) - 60) ‘

On en déduit :
0= —Fky (x(t) — la(t) — Lo) + ko (L2(t) — Lo)

ky
= x
k14 ko

= ég(t)

(t) +

3) Le point M est soumis uniquement a la force de rappel du ressort 2 :
F22 =~k (b2 — Lo) Uy

On applique le PFD au point M, de masse m, dans le référentiel du laboratoire que ’on
suppose galiléen.

. _ ki ko — ki
mE = —k (2(t) — bo) = —ks (kl s z(t) + k1 E ko o 50)

On en déduit :

Koo kik
4 wg a(t) =wl 20y avec: wy= \/; avec : keq = ki 1+2kz

4) L’analogue du ressort est le condensateur. Or, deux condensateurs en série ont une
capacité équivalente :

1 1 1 C1C5
= — —_— Ce = —
Ceq Cl + CQ = 1 Cl + CQ

Remarque : la position d’équilibre de la masse m vaut : £,; = 2¢;. Elle ne dépend que
du choix de l'origine du repere.

Ex. n°8 e Suspension d’'un VTT ) 6.6 ¢ §
©

1) Tout au long de ’exercice, le systéme étudié est ’ensemble du cadre et du vététiste, en
mouvement par rapport au référentiel terrestre que l'on considere galiléen. Ce systéme

est soumis a son poids P, a la force F), de rappel du ressort de la suspension et a la
force F), exercée par I’amortisseur.
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Comme z = z, et zg = 0 sont des constantes, I'amortisseur n’exerce aucune force sur le
vététiste, et la longueur du ressort est égale a z. La position d’équilibre est celle ou la
force exercée par le ressort sur M compense exactement le poids du VT'T, soit

ﬁ:ﬁ—i—?r = 0=-mg—k(ze—ty) = |ze=0——

k

Le ressort est plus court qu’a vide, ce qui est logique a cause du poids du vélo et du
vététiste.

2) Appliquons le PFD projeté selon . au cadre du VIT dans le référentiel terrestre.
Il est soumis & son poids et aux forces exercées par le ressort et ’amortisseur. Ainsi,

mz:—mg—k[(Z—Zo)—go} —a(Z— %)

En remplacant z par Z + z. (et donc Z = 3 et Z = %), on obtient :

mZ:—mg—k[Z—i—ze—zo—Zo} —a(Z—zo)

En utilisant le résultat de la question précédente :

mZ+aZ+kZ=F(t) avec: F(t)=kz + az

F g’interpréte comme une force verticale équivalente exercée sur le cadre en raison du
caractére non plat du chemin. Vous avez tous déja ressenti cet effet en voiture, par
exemple en passant sur un dos d’ane.

3) Le VIT est en mouvement forcé, par un forgage F' sinusoidal. Une fois le régime
permanent atteint, ce qui est implicitement supposé, toutes les grandeurs dynamiques
sont sinusoidales de méme pulsation que le forgage, et en particulier la vitesse v.

On utilise la représentation complexe pour déterminer son amplitude : F = F,, e/“? et
v ="V, eWite),

Passons 1’équation différentielle obtenue en représentation complexe :

. k F
jom+ta+—|Jv=F = |v= 2
U Jjwm+a+ —
jw
L’amplitude de la vitesse est au final
Fr
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4) H représente la fagon dont les oscillations du chemin (via zp) se répercutent sur le
cadre (via Z) par I'intermédiaire de la suspension, et sont donc ressenties par le vététiste.

On obtient en remplagant dans I’expression obtenue a la question précédente

kzo + jwaz Z k43
jwum+ o+ — Zo  TmwtAjwat
jw

En utilisant o = 26vmk et en divisant numérateur et dénominateur par k, on aboutit

a

1+ 2j€u
1—u?+ 2j5€u

=

5) Pour ressentir le moins possible les vibrations dues aux cailloux, il faut que H soit
aussi petit que possible, et éviter absolument la situation de résonance. D’apres la figure,
cela correspond a u > 1, soit une pulsation w élevée, donc a une vitesse élevée. Pour
minimiser les vibrations, il faut donc rouler aussi vite que possible sur les cailloux.
Evidemment, il en va tout autrement de adhérence!
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